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厅 “人 论 


如 未 使 用 平面 直角 坐标 (x,y)， 则 绝 s 的 微分 ds 可 表示 为 
ds*=dx?+dy’ 
如 果 青 用 极 坐 标 (r, 9) 表示 之 ， 则 得 
ds*=dr’+ra0’ 
当 在 室 间 里 有 一 个 曲面 ， 因 曲面 
其 有 二 维 的 展 度 ， 故 面 上 的 点 的 直角 
坐标 x，y，z> 可 用 二 变数 ww 表示 
为 
x=f(u, v), y= 9g(u, v), 


Y 


>=h(uy, v), 
这 时 ， 此 曲面 上 的 绝 长 的 微分 龙 
ds”=dx*+dy*:*+d2z:’ 
用 w，w 表示 之 ， 得 
cs2=a(U v)du’* +26(u, vdudv +c(u, vdv’ (1) 
的 形状 。 

现在 考虑 此 曲面 无 伸缩 地 变形 ， 这 时 ds 并 不 变化 。 在 这 种 情况 
下 ， 了 曲面 的 许多 性 质 之 中 有 

在 曲面 无 伸缩 的 变形 下 不 变 的 性 质 。 

而 且 这 个 性 质 只 由 (1 ) 的 ds 而 定 。 曲 面 的 测 地 线 、 展 开 、 闪 变 
微分 、 高 斯 由 率 等 都 是 这 样 性 质 。 特 别 是 ， 高 斯 曲率 在 这 样 曲 面 的 变 
形 下 不 变 一 事 是 高 斯 (C。 上 。Gauss 1777 一 1855) 的 伟大 发 现 。 

黎 曼 (G。F。B。Riemann 1826 一 1866) 进一步 发 展 了 这 样 性 
质 ， 他 考虑 点 有 1 1 个 坐标 X19 X29 "9 Xn 的 天 维 空间 ， 在 此 空 s 何 中 
研究 了 纪 长 的 微分 ds 由 


ps a eh - tp en! 
PD i i i en 


ds*= >》 gij(X1, N29 “9 Nn)Ad Xid YX (2) 
irj=l 


给 定 的 情况 。 后 人 称 此 空间 为 黎 曼 空间 . 

进入 本 世纪 以 后 ， 爱 因 斯 坦 (A。Einstein 1879 一 1955) 运用 黎 
曼 空 间 做 为 相对 论 的 基础 以 来 ， 即 使 在 数学 家 之 间 对 此 空间 的 研究 也 
极 盛 行 ， 在 今天 仍然 不 断 获 得 各 种 兴趣 由 然 的 成 果 。 

从 此 角度 看 ， 三 维 空间 的 曲面 是 二 维 歼 曙 空间。 在 曲面 的 情况 
下 ， 有 切 平 面 起 着 重大 作用 。 然 而 对 于 一 般 的 黎 曼 空间 并 非 预 先 就 有 
象 切 平 面 这 样 方便 的 东西 。 因 上 此， 在” 维 黎 曼 空 间 里 ， 用 某 种 方法 在 
它 的 各 点 定义 所 谓 的 切 空间 、 并 将 不 同 点 处 的 切 空 间 联 系 起 来 的 “ 联 
络 ” 用 (2 ) 决 定 下 来 ， 由 此 再 对 黎 曼 空间 进行 研究 。 

在 这 本 书 中 ， 首 先 在 第 一 章 里 阐述 必要 的 数学 知识 ， 在 第 二 章 里 
从 黎 曼 几何 的 角度 考察 欧 氏 平面 与 哆 氏 空间 。 在 第 三 章 里 将 三 维 空间 
的 曲面 看 做 二 维 黎 曼 空间 ， 以 曲面 的 展开 、 高 斯 坦率 、 测 地 线 等 重要 
基本 概念 为 中 心 加 以 说 明 。 而 贯穿 第 四 、 五 、 六 章 仔细 解释 了 ?2 维 空 
间 的 基本 问题 。 

在 黎 曼 空间 里 有 局 限于 其 一 邻 域 内 考虑 的 局 部 〈locab) 性 质 以 及 
牵涉 空间 全 体 的 整体 〈 大 范围 ，global) 性 质 ， 现 在 数学 家 关心 的 是 
以 局 部 性 质 为 基础 研究 整体 性 质 的 整体 黎 曼 空间 论 。 到 本 书 第 六 章 疫 
有 篇 幅 说 明 这 样 内 容 ， 故 在 第 七 章 把 没有 机 会 叙述 的 一 些 更 加 深入 的 
局 部 性 质 以 及 整体 黎 曼 几 何 研 究 不 加 证 明 地 简单 介绍 一 下 。 想 要 进 一 
步 了 解 详 细 情 况 的 读者 请 读 卷 末 参考 文献 介绍 的 书 。 


第 一 草 ”向 量 与 微 积分 
3$1 向 量 


向 量 就 是 有 向 线段 ， 只 考虑 大 小 与 方向 而 不 究 其 位 置 。 换 句 话 
说 ， 大 小 与 方向 相同 的 有 向 线段 看 做 是 一 个 向 量 ， 本 书 规定 用 a,8， 
c，…，YX，y，35，… 等 字母 表示 同 量 。 


对 于 向 量 a,， 6 可 以 考虑 a+6， 对 于 一 


实数 & 考虑 ka (也 记 做 ash) ， 对 于 这 些 下 


列 计算 规律 成 立 。 
at+tb=b+a, (a+b)+c=a+(b+ce) z 
kl(a+6) = ha+kb, (k+l)a=Rkatla, > b 


(kDa = k(la) 
起 点 与 终点 是 一 点 的 有 回 线 段 ， 即 由 后 


而 成 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 做 0. 又 将  。。 

(一 Da 记 做 -a,，5+(-a) 记 做 565-a， -一 一 一 

出 | 第 1.1t 图 
(6 一 a)+a=65 


由 这 些 计算 规律 可 见 ， 对 于 向 量 的 和 、 差 、 先 以 实数 与 普通 式 子 
一 样 计算 即 可 。 
其 次 , 当 a,6 不 是 零 向 量 时 , 设 表 示 它 们 的 有 向 线段 为 04,0B， 


A 其 夹 角 为 6， 定义 内 积 (a，5) 为 
(a, 6) = OA. OBcosO 
BA a，28 之 中 至 少 有 一 个 是 0 时 ， 规 定 内 积 
64 是 0. 这 时 令 | 
第 1.2 图 lal=v (a, a) 


” 它 是 04 之 长 (或 模 ) 。 


对 于 内 积 ， 下 列 计 算 规律 成 立 ， 
(a, 6)= (6b, a), (ka, 6)=k(a, 6), (a, kb) =RCa，D) 
(a+B, ec)= (a, ec) (5，c)，(c，a+5) = (ce, a)+(ce, 6b) 
设 a,6 既 不 是 零 向 量 ， 又 不 平 - 
行 时 ， 外 积 c= Ca,65] 的 定义 如 下 ， 
设 OA，OB，OC 是 表示 a，6, 5 的 
有 向 线段 ,又 设 二 A408B = 8(0<0<7) 
时 第 1.3 图 
(i) OC 与 平面 048 简直 ， 从 C 看， 从 04 向 08 转 8 角 的 
旋转 方向 是 正 。 
(ii) OC= OA4 .0Bsine, 
又 当 qa, 6 中 至 少 有 一 个 是 0, 或 a,， 6 平行 时 ， 规 定 外 积 Ca， 的 是 
0 。 对 村 外 积 ， 下 列 运 算 规 律 成 立 。 
Ca, 6 = -C56, a), Cka, b= kta, b), Ca, kb) = kCa, b) 
Caté, c= Ca, c+C6, ec), Cc, at+6b)= Ce, aj+[Cce, 6) 
向 量 的 分 量 ”在 空间 里 取 不 和 同一 平 
面 平行 的 三 个 向 量 ( 称 之 为 线性 无 关 ) 记 
为 el，e:，es， 则 任意 向 量 a 可 分 解 为 
a=ale, +a,e, +ase, 
这 时 ，(cli，a:，ds) 是 以 eI/，e,，e， 为 
基底 a 的 分 量 。 
设 二 向 量 a， 的 分 量 分 别 为 《ai， 
第 1.4 图 az，as)， (61，pb:，p03)， 则 aa+2 的 分 量 
是 (a +pi，as+pb:，ads+pbs)，Ra 的 分 量 是 (Ra ，Ras， Ras)。 
而 内 积 为 
3 3 3 
(a, b) =( Dae,, 5 bie, )- 》 aibi(e;:, €;) 
并 f=-1 


isj=i 


于 是 令 
9ij =《ei9 €;) (i j=1, 2,3) (1,.1) 


出 


3 
(a, 6)= 和 9i10iDi ， (1 .2) 
inf=l 
特别 是 
汪汪 汪汪 时 时 3 
la[= (a,a) = >》 GOi1GiG1 (1 .3) 
ivi=1 


当 ely ez，es 都 是 长 为 1 的 问 量 ( 单 
位 向 量 ) ， 而 且 两 两 垂直 时 ， 称 为 标准 正 
交 基 或 正 交 标 架 (orthogonal frame)， 
取 标 准 正 交 基 为 基底 时 ， 向 量 的 分 量 称 为 
正 交 分 量 。 当 el,e,,es 为 标准 正 交 基 时 ， 


| 1 ( 当 ?=/7 时 ) 
《ei eji) = 0,; = 

第 1.5 加 0 ( 当 iXj 时 ) 
故 下 列 事实 成 立 。 


设 sa，8 的 正 交 分 量 分 别 为 (al，a:，as)，(bD，pb:，bs)， 则 
(a,b) =aibit+ab, +asps 而 且 lal|=v ca3+oz+og (1.4) 
在 标准 正 交 基 eli，e:，es 下 ，[el，es]= 土 es， 桂 别 当 [el， 
e,j=es 时 ， 称 el，e*，es 为 右 于 系 。 
关于 右手 系 的 标准 正 交 基 ， 设 s，& 的 正 交 分 量 为 (a1 ,a,,as)， 
(0:，5:，ps5)， 则 [5a，29 的 分 量 为 
(asbs—asb,» asb1~aibss ai1b,— a201) 

”还 有 ， 对 于 三 向 量 a，6，c，([a，86]，c) = (ae，[5，c]) 成 立 ， 
以 (a，6，c) 表 示 之 。 设 9，6，c 关于 右手 系 的 正 交 分 量 分 别 为 
Cais as»s a3), (01» bi» bs), (ci1, co» cs)s 则 

Cl 0 Cs 
(a, 6, cc)=, 6 ps， bs 
C1! C2 Cs 


相 邻 三 边 上 的 向 量 为 a,，6, c 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 (Ga，2， 


c) 的 绝对 值 。 特 别 是 右手 系 的 标准 正 交 基 满 足 
(ely，e，，es) 三 上 
又 因 
(ay a) (a, 6) (a, c) 
Ca, 58，c)2 (Bb, a) (6, b) (6, ec) 
| esa) (e, 6b) (e, ce) 
故 对 于 基底 el，e，，e， 今 (eij，ej) = giy。 则 


(eli，e:”， €3)= + 9， 


Gil Yi12 913 
其 中 9g9= det(g:;) 二 | YI2 22 923 | 《1.5) 
G13 gz gs i 


二 维 向 量 ”到 月 前 为 止 ， 考 虑 了 空间 里 的 向 量 《三维 向 量 ) ， 而 
平面 上 的 向 量 〈 二 维 向 量 ) 可 做 为 特殊 情况 
处 理 。 


在 基底 elj，e2"， es 中 ， 取 els ez 在 
此 平面 内 ， 则 平面 上 的 任意 向 量 & 可 分 解 为 
a=ae,+a,e, e 
将 (al，as) 看 做 a 的 分 量 即 可 。 于 是 当 第 1.6 图 


ao, 6 的 分 量 为 (a1， Ga) (bi,, 5b,) 时 ， 得 
a+b 的 分 量 是 (a 二 Di Us +b,), 
ka 的 分 量 是 (kal， ka, )。 


gu= (ei, e,), G12= (es e,), G2 = (€,, €,), 
则 
(a, 6) = E99bi = Guo + g(a10, +a2b01) + gaasb, 


la|= (a, a) =w guai.+ 2g1a1a; + G2202 
对 于 平面 上 的 向 量 as，86，[a，8] 总 与 此 平面 垂直 。 取 右手 系 标 
准 正 交 基 el，e:，es 使 e,，e。 在 此 平面 上 , 令 a， 5b 的 分 量 为 


em 


(aj， a,，0)， (61，52，0)， 则 Ca, 旭 的 分 量 为 (0,0,4a16; -azpi)， 
故 在 平面 上 ， 右 手 系 正 交 分 量 为 (a1，a;)，(b1，bs:) 的 向 量 a，2， 
可 看 做 

[a, 6)=aib, ~ a,b) 
] ,4) (a, 6) 


lta, 6)|?= (1.6) 


(a 
| (5，a) (5, 5) 
特别 是 对 于 基底 el, ee,, 今 (ei e)=gi; (i, 7=1, 2)， 则 得 


| gu 91 
Celyes]j =| 
G12 O22 


故 以 e1,e。 为 二 边 上 的 向 量 的 平行 四 边 形 , 其 面积 为 gag 一 98 。 


(1.7) 


向 量 的 微分 法 有 变数 t， 对 应 于 t 的 值 ， 同 量 x*=x(1) 决定 


时 ， 以 
dx _lim 区 (十 用) x(t) 
dt ha 

定义 -QX 

下 Xj 


苦头 =(x1，X,，。 Xa)。 则 | 

< = 人 Qx dx axs 
ct dt ” dt ” dt 
又 当 x= x(t)，y= y(t) 时 ， 


x, 了 ) = Aa*, >) +(x, -2 


dat at 
(1.8) 
dd_ [ax | 
dt Cx, | dt ” »]+[*, at 
当 x=x(t), y=y3(t), z=z(1) 时 
d ax dy . 
dr +) = 人 (5 了， z)+(x, dt ， z) 
fi dz 
+ (x, y, 9) (1.9) 


ee 


对 于 二 变数 4，v 的 向 量 函 数 x = x(u，u)， 考 虑 -2z_，-5z_ ， 再 


97/ 
从 


dx 0%¥ 
dx=- dy+ dv 
a 97 


对 于 有 三 个 以 上 自 变 数 的 问 量 函数 也 一 样 。 、 

位 置 向 量 在 空间 里 ， 取 定 原点 O， 则 对 于 任意 的 点 4， 决 定 有 
向 线段 O4， 于 是 就 决定 此 向 量 a， 称 此 a 为 点 4 的 位 置 向 量 〈 或 坐 
标 向 量 ) ， 也 称 点 4 为 护 a。 

在 这 种 含义 下 ， 从 点 a 到 点 & 的 有 
向 线段 为 6 一 a， : 

当 取 原点 O 与 基底 el，e:，es: 时 ， 
上 拟 4 的 位 置 同 量 @ 的 分 量 (el，as，as) 是 
点 妇 的 仿 射 坐标 ， 特 别 取 标 准 正 交 基 时 ， 
Wi(a,, a,, cs) 为 直角 坐标 ， 

在 空间 中 有 一 条 曲线 时 ， 设 过 = zx 人) 和 


是 该 曲线 的 位 置 向 量 用 参数 + 的 表达 式 。 这 时 -9 是 切 向 量 。 又 此 曲 
线 在 t。 <1<t1 间 之 长 为 

_(* /dx dxzN 

上. V ( 末 ， dt ) dt 


固定 tos 令 ti 为 ty 内 (| S 可 看 做 i 的 项 数 ， 于 是 


ds _ dx dx 
dt =Y dt’ 5 (1.10) 
在 这 种 意义 下 ， 记 
ds’:= (dx, dx), (1.11) 


若 重 新 取 s 为 参 变数 以 代替 {。， 则 由 (1.10) 得 


对 于 曲线 x = x(s)，- 人 一 为 其 单位 切 向 量 ， (1.12) 


382 汽 量 


在 平面 上 取 el ，e。 为 基本 疝 量 时 ， 设 同 量 x 的 分 量 为 xx ， 

Xx， 则 
X=X1€+X,.e, (2.1) 
洗 将 基本 向 量 el，e， 在 变换 
el= 思 el ~ ( pu piz 


se0)(2.2) 


© ,= paue! + p22e, | Pz: P22 | / 
下 变 为 61，@, 时 , 设 x 的 分 量变 为 "i 
去 ,， 率 ,。 则 | 第 1.9 图 

X= +X = Xpuert pres) + XC Paue, + pe,) 
= (pu%1+ pau%2)el + (pux1 + pax 2)e, 
此 式 与 (2.1) 比 较 之 得 .i 
1 Pu% 1 + pu%? (2.3) 
Xs = Pux ,+ ps% , | 
总 之 ， 在 基 兢 变换 (2.2) 下 ， 同 量 的 分 量 按 (2.3) 变 化 ， 

.一 般 地 说 ， 有 一 量 2 关于 基本 向 量 el。，es* 的 分 量 为 2，z2za， 
设 在 基本 加 量 的 变换 (2.2) 下 得 到 ,，,，、 分 量 2:， 世 2 受到 相 
” 同 的 变换 ， 即 

Ul= pult puus 
Ws = Pad 十 parle 
时 ， 则 2 称 为 共 变 向 量 (covariant vector)。 

又 有 一 量 v， 关 于 基本 向 量 e,，e。 的 分 量 是 v1， UyS 设 在 基 
本 向 量 的 变换 (2.2) 下 得 到 理 ;，5*， 分量 受到 与 (2.3) 相同 的 变换 
时 ， 即 


(2.4) 


v1= puD1+ puv, 


(2.5) 
v2 = pid 1 + psd , 


OY ep Rt Sh rtm PE ewe ist oh- rE rare pp EE PEPE 


时 ， 则 称 2 为 反 变 向 量 (contravariant vector )。 
例 癌 量 x 的 分 量 x:，x: 当然 是 反 变 向 量 的 分 量 。 即 在 这 样 合 
义 下 ，x 是 反 变 向 量 。 再 者 对 于 此 向 量 x*， 有 一 实数 
CI1X1 十 G2X: (a;，a。 是 常数 ) (2.6) 
与 之 对 应 ， 并 规定 这 个 对 应 与 基本 向 量 的 选 法 无 关 ， 则 关于 新 基本 向 
量 ，G 1X1+G.X, 与 以 前 的 cixi+asxs 相等 ， 即 
GIXI+G2Xs=GIX1ITTQG2Xa 
将 (2.3) 代 入 此 式 ， 因 % |， %,, 是 任意 的 ， 故 得 
G1= puait Daas 
G,= puai t+ pras 
与 (2.4) 比 较 之 可 见 ，* 与 实数 相对 应 的 定义 式 (2.6) 中 的 a1，as 看 
做 分 量 时 是 共 变 向 量 的 分 量 ， | | 
其 次 ， 使 用 矩阵 记号 来 表达 共 变 向 量 ， 反 变 向 量 的 变换 。 念 


Pu Da | _ pr Ul — L 
人 人 
Ps p22 Us Us Vs Ds 


则 《2,4) 是 
U=PU 
(2.5) 是 扩 ='PP 斑 ， 故 
VF=P- Vr 


总 之 ， 共 变 向 量 的 变换 是 厅 = PU 
反 变 向 量 的 变换 是 = (P71)V 
式 中 人 Pm") 是 P"! 的 转 置 矩 阵 。 
取 基 本 向 量 为 标准 正 交 基 时 ， 莽 底 的 变换 


是 
=CO0S0.e + Sin0.e, 
~ -(2.7) 
,= — Sin0 。 €, + COS0 。 e, 
或 ,= C0S0.e,+ sin0 。e, 
(2.8) 
,= Sn0.e,— COS0.。e, 
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在 (2.7) 的 情况 下 ， 
cos0 sine 
P(e cog) 
一 Snb cos90 
是 正 交 和 矩阵， 
z ‘(Pi)=P 
(2.8) 的 情况 也 一 样 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 共 变 向 量 的 变换 也 好 ， 
反问 变量 的 变换 也 好 都 一 样 。 总 之 ， 可 以 说 
在 标准 正 交 基 下 ， 闪 变 ， 反 变 没 有 区 别 ，。 
为 了 明确 共 变 癌 量 与 反 变 向 量 的 区 别 ， 一 般 是 共 变 向 量 的 分 量 和 
以 前 一 样 仍 记 做 (全 ，xz)， 但 反 变 向 量 的 分 量 将 其 指标 写 在 上 上 边 记 做 
1:， 盖 )。 而 基底 变换 的 矩阵 记 做 (bi)。 这 时 ，(2.2)，(2.4)， 
《2.5) 可 写 做 
人 Wi= Tpiu, v= piD! (i=1, 2) (2.9) 
现在 令 和 矩阵 已 = (pii) 的 道 和 矩阵 的 转 置 为 
=Q=(ci 
则 得 
5!= qv! (2.10) 
张 量 (tensor) 考虑 共 变 向 量 4 = 人 (WUi，U) 与 反 变 向 量 v= 
(v1，v?*) 的 分 量 相 乘 而 得 四 数组 
UV, 2102 Uv!l, UU? (2.11) 
关于 变换 后 的 基底 li，e, u，v 的 分 量 相 乘 而 得 之 积 
WiV!, WUD, WV, WD? 
与 (2.11) 之 间 有 下 列 关系 : 
Wi9! = (Fpiu) (Pan) = T prtgeiuev 
于 是 令 
ti! = wiv!, 下 = D1 《2 .12) 
则 


i 


并 (2).13 
一 最 地 议 ， 如 了 有 一 个 量 + 关于 基本 向 量 eel, ©, 的 分 量 以 及 天 
于 @i，e， 的 分 量 
tf, 1 二 1! ) 
人 (i fF, 
之 间 ， 有 (2.13) 的 关系 时 ， 则 称 此 t 为 2 阶 混合 张 量 或 (1，1) 型 张 
量 。 
由 共 变 向 量 4 与 反 变 风量 v 按 (2.11) 方 式 作成 的 以 纪 = 4o; 为 
分 量 的 量 是 (1，1) 型 张 量 的 特例 。 
同 理 ， 如 果 有 二 共 变 向 量 Us ws 坟 它们 关于 el19 e, 的 分 量 
为 Ca， 42 ) 9 (wl, us)， 由 此 作 


Ws Mi Ho sys HT sy 


{i ~ WiwW i 
司 理 关 于 » 2 作 
Vii= Ui, 
可 见 
Ei = pi pi'iss (2.14) 


一 般 地 说 ， 如 有 果 有 一 量 1， 它 关于 其 本 向 量 e/，e, 以 及 人 
的 分 量 (41j) 与 (381;) 之 间 有 关系 (2.14)， 则 称 此 量 :为 2 阶 共 变 
张 量 或 (0，2) 型 张 量 。 

又 如 果 一 量 1 关于 基本 向 量 Ol, ¢, 以 及 1， €,， 的 分 量 (1'1)， 
(FE ) 之 间 有 如 下 关系 

Fi = gqt (2. 15) 


时， 则 称 上 为 2 阶 反 变 张 量 或 (2，0) 型 张 量 。 
对 于 共 变 张 量 (#;) 与 友 变 张 量 (13)， 性 质 
fi; = +t;iy tii=#ii (2.16) 
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与 基底 的 选 法 无 关 。 例 恕 当 ti;=tj; 时， 得 
Fi = 2 ， 力 认为 1 人 人 二 2 pitpittss= > ， pi pistig = Bji 
Rh kh 入 1 


具有 人 性质 (2.16) 的 张 量 人) (1 称 为 对称 张 量 (symmetric 
tensor) 。 又 如 

站 一 一 (2.17) 
上 时， 则 称 (ti;)。 (tH) 为 反 称 张 量 (alternate tensors antisymme”~ 
tric tensor) 。 

其 次 ， 设 (为 反 变 疝 量 ，(〈zb 为 共 变 回 量 ， 则 

2 uv . 
是 与 基底 的 选 法 无 关 的 数 ， 即 数量 。 此 事由 (2,9)，(2.10) 可 见 . 
UVi= Duvi 
又 设 人 4 )，(2 ) 为 及 变 向 量 ，(gi;;) 为 (0，2) 型 张 量 ， 也 容易 证 明 

>》 giiuivi 

i 
仍然 与 基底 的 选 法 无 关 ， 即 为 数量 。 多 数 情 况 下 ， 这 里 的 gi; 是 对 称 
张 量 。 

当 基 底 向 量 是 标准 正 交 基 时 ， 共 变 和 反 变 并 无 区 别 ， 故 对 于 同 量 
(ui) (Ui;)s ui 是 数量 。 又 如 果 (9i 让 为 张 量 时 ， 则 > gisuiv} 也 . 
是 数量 ， 和 

空间 的 情况 ”与 平面 的 情况 完全 一 样 , 可 以 定义 共 变 同 量 `. 瓜 变 阿 
量 , 张 量 . 3 维 的 特征 是 ,天 于 右手 系 标准 正 交 基 如 果 (11), (vi), (wi) 
是 向 量 ， 则 

UVs UsUVU>s UU UV3y WivVs — Ud) 


是 向 量 的 分 量 。 此 外 


U1 VV, vs 


LU U, | 


Ww U2 Wa 


是 数量 也 可 由 正 交 变换 的 性 质证 明 ， 
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83 里 射 


一 般 地 说 ， 一 个 多 元 函数 的 k 阶 偏 导 函数 存在 而 且 都 连续 时 ， 则 
称 此 冰 数 是 C* 级 的 (k=1,2,3…)， 任 意 次 可 微分 的 函数 称 为 C” 级 
的 ， 尖 于 自 变 数 可 以 展开 成 突 级 数 的 函数 ， 即 解析 了 始 数 称 为 C” 级 
的 。 我 们 在 这 本 书 里 讨论 的 函数 大 体 上 是 C! 级 ，C? 级 ，Cs 级 左右 
的 ， 如 不 加 特殊 声明 时 ， 假 设 是 C” 级 的 . 

现在 有 5C 级 函数 中 CCxi，x)， 中 GOxi xX。)， 可 将 

y1=iktxi，Xz)。，yz= 中 (Xi Xs) (3.1) 

看 做 从 x1i,x。 到 yiyy* 的 变换 ， 也 可 以 这 样 想 ， 有 两 个 平面 c,8， 
《3.1) 将 平面 上 的 点 (XxX1，x;) 变 到 有 上 的 点 Cy1，y;)。 现 在 当 点 
(x1，x2) 在 域 吃 里 变动 时 ， 设 点 (y 1, yz) 在 域 EE 上 变动 ， 则 称 DD 在 
映射 (3.1) 下 映 在 二 上 。 在 这 种 情况 
下 ,如 的 点 与 睛 的 点 闻 的 对 应 未 必 是 
一 对 一 的 。 再 考虑 一 个 映射 
21=P1(Y1s V3) 22 = (yi1, »2), 
考虑 复合 映射 

(XI XY V2 (21,2,) (3.2) 
则 z1，z， 可 看 做 x1!，x， 的 好 数 ， 

一 般 说 来 ， 对 于 x1，x。 的 函数 
19 多 2， 


2 

94y1，y:) 一 i dX» 

9(xX1,X2) 9y, 9y, z 
| 3x BX» 第 1.11 图 


称 为 yiyys 对 xiyxs 的 函数 行列 式 或 雅 可 比 行列 式 (Jacobian) 。 
运用 这 种 记号 ， 在 (3,2) 的 情况 下 有 
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9(ziyz2) 2 9(219225) 9(yYiy*y2) (3 3) 


(xiyXs) 0(Y19Y2) 9(X1,X,) 
今 设 在 (3.,1) 下 ， 从 域 吕 到 域 包 的 映射 是 C* 级 ， 再 设 此 对 应 是 一 
对 一 的 。 反 过 来 ， 将 xi，x， 看 做 y1:，y; 的 国 数 ， 令 
Xi1=i (ys Ya), Xs = ys yz) 
若是 这 些 函 数 还 是 C* 级 ， 则 映射 (3.1) 称 为 C* 级 同 胚 ‘homeo-~ 
morph)。 这 时 考虑 


(Xl Xa)—>(Y1, ya) 一 (人 X19 X,) 


则 由 (3.3) 得 
(XiyXs) 9(71y2)》 OX19X2) 1 
90(yiy ys) 9(x1,Xs) 9(CX1yX2) 
故 
GD aD 0 30 
总 之 ， 在 C* 级 同 胚 映射 下 ，(3.4) 总 成 并 。 
例 1 yi1=aGIIX1+alzXa yy =GoixX1l 士 GaX， 


(aa， Qiz9 Ga， Q22 为 常数 ) 
由 此 而 定 的 对 应 C(x， Xi) 之 (yi， ys)， 当 


Qi Qi | 


(3.5) 
dz21 U22 
时 ， 是 一 对 一 的 ， 故 是 同 胚 。 上 述 行列 式 (3.5) 是 - 必 12y2。 。 
19v2 
例 2 | = COS0， x, =rSinO 


由 此 式 ， 以 (r,9) 为 直角 坐标 的 平面 上 0 二 r+ 二 co，0<9 二 2 这 部 
分 同 胚 映射 到 以 (x;，x;) 为 直角 坐标 的 平面 (除了 原点 ) 上 。 这 时 ， 


9(x1»,X,) 二 
a 一 0 (3.6) 


的 点 到 以 《x1，xs) 为 直角 坐标 的 平面 上 的 映射 并 不 是 一 对 一 的 ， 而 且 
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《3.6) 成 立 。 一 般 地 说 ， 即 使 映射 (x:，xz) 一 (y1，y2) 是 C” 级 ， 
(3.4) 的 前 式 成 立 ， 也 不 能 一 

说 它 是 同 朋 的。 但 如 限制 在 攻 
各 总 的 附近 ， 则 是 同 胚 的 。 
例如 在 例 2 里 ,考虑 + 二 0 的 
点 (7r*6) 附近 ， 则 映射 (7， 
0) ~—>(x1, xX,) 是 同 肪 的 。 

3 维 情况 ”以 上 诸 性 质 

对 3 维 以 上 的 情况 也 一 样 。 
3 维 情 况 是 ， 有 CC* 级 函数 
Pi(X1s Xs Xa) (i=1,2,3), 四 
假设 由 yi= Pi(X1s Xs Xs) 第 1.12 图 
G=1*2,3) 而 定 的 从 空间 % 的 域 刀 到 空间 8 的 域 已 的 映射 (xb 
XXX%s) 一 (y1。， Ys，》3) 是 一 对 一 ， 其 道 映射 也 是 C* 级 。 这 是 C* 级 
闻 肛 映射 。 这 时 ， 


dy 9yi 9y1 
9X 1 OX, 9Xa3 
9(y1is*ya*ys) 9y。 972 9 
四 9 3 一 2 |S<0 (3 7 
9(Xi9X2y%as) 9x 1 9Xs 9Xs 下 7) 


9ys . 9ys _9y3s 
9X 1 9x， 90xs 


了 
例 1 由 Ji 人， 2, 3) 而 定 的 映射 (xj，Xx;， Xa) 一 


(yi1» V29 ys)，, 当 系 数 Ci 作成 的 行列 式 det(Caii)ss0 时 ， 是 同 豚 
的 。 这 时 ， 
44yY1* ya 28) 
94X1sXzyXs) 0 
例 2 在 空间 里 ， 直角 坐标 (x1， 29 Xas) 与 球 堂 标 (r» 9, 中 ) 间 
的 关系 是 : 


萌 
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Ts 和 ee EE ee ee 


is rt Ee ep er pe ts phe tn ER er ere epee 1 


X=rSin0coso 
xX» =rSin0sing 
xs =rCOsO 
式 中 r>0，0 和 0 和 rr，0 和 9 一 2r。 考 虑 以 
(r，0，q) 为 直角 坐标 的 空间 ， 则 在 
(r, 0, 中 ->(XiyXyy Xa) 
下 ， 域 r 宇 I)，4 二 9 二 Tx，0 二 过 27 同 肛 映 
射 在 去 掉 x。 轴 与 x = 0(x 1 之 0) 而 得 的 
域 。 这 时 ， 
9(Xiy9X2yXa) 
9(r,0,%m) 
更 普遍 些 ， 在 n 维 的 情况 下 同 理 可 考 
感 由 
Yi= pix Xs s Xs) (t=1,2,.,n) 
将 n 维 空间 的 点 (Xi1，%2，……， Xs) 变 为 点 (y1，y2，…，Yr) 的 映射 。 


=r?* Sin9 


第 1.13 图 


$4 微分 方程 


关于 微分 方程 ， 今 后 经 常 引用 下 列 基 本 定理 。 
定理 1.1 当 f (1， Xl1» X,), 了 ty X19 X2) 是 C! 级 函数 时 ， 


1 
bx Ya)9 Os = folts x1s Xa) (4.1) 


的 解 x = 1(t)，xs = p(t) 中 满足 初始 条 件 
当 t=to 时 ，。X1=cls Xu 三 Cs 
者 存在 一 个 并 且 只 存在 一 个 。 
这 时 ， 设 定义 fi(t,x14,X,) 的 (t,xX1Xs) 的 域 为 D。(4.1) 的 解 在 
整个 DD 上 未 必 存 在 。 定 理 1.1 保证 在 #=t，xi=ci xz=cz 附近 
解 的 存在 与 唯一 性 。 但 f;(1,x1,x;:) 具 有 下 列 特殊 形状 (线性) 时 
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二 = an(t)x1 + an(t) xs, 
= u(t) x + qzz(f) Xx, 


(4.2) 


在 定义 aij(1)(i,j=1,2) 的 整个 1 的 区 间 ， 定 理 1.1 成 立 。 在 这 种 情 


况 下 ， 设 


当 t=t6o 时 ，x1=1，x。=0 的 解 为 x1 = qu(1)， Xx2 = tt)， 
当 1=t 时 ， X1=0， xX。=1 的 解 为 xX| = Plt), xX, = Pazlt), 


则 
当 +t=t6, 时， X11~C1g Rai 的 解 为 
Xi =Cci9u(t) + ce palt), Xs = CPt) +c, Pll), 
由 此 可 得 
当 +=t。 时 ， X1=0, X2=0 的 解 只 有 xl = 0，x。=0。 


例 试 求 -2 一 一 之 29 a = x1 的 解 


dx d dx d 加 Gx， _ 
ar: 人 dt )= ra i 
即 
之 
x 故 xi =cicost-c,sint 
从 而 
XX 一 “一 a =C|,SINt+c,cost 
a 


全 =clicost 一 cySnt 


x，=cvsinf+cycost 
这 是 当 1=0 时 Xi 二 C1»? X22 ~C2> 的 解 。 
上 述 性 质 在 更 普遍 的 情况 下 成 立 。 即 
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ee 
ee ep 


定理 1 .2 设 filts X11," Xn) (7?=1,2,.…,1) 为 CC 级 图 数 ， 则 


2 = f(t,X1,: “9 Xn) (i=1,2,.",7) (4.3) 


的 解 x; = p(t) 满足 始 条 件 
当 t=to 时 ，xi=c (i=1,2,.…,7) 
者 只 在 在 一 
又 在 线性 情况 
党- Do (tx; (i=1,2,.,7n) (4.4) 
下 ， 下 列 性 质 成 立 。 
当 t=to 时，Xxi=0;; (i,7=1,2,.…,n), 
有 
x,=0，, XxX, =0, ,Xi = Xs=0 
的 解 为 x;= p(t)， 则 当 t=to 时 xi= ci(i=1,2,…sn) 的 解 为 
Xi= Toip: Dt) (=1,2,.…,n) (4.5) 
这 时 ， 下 列 性 质 成 立 。 | 
当 t=to 时 x;=0(i=1,…,n) 的 解 只 有 总 是 x;=0 的 函数 。 
今后 ， 在 本 书 中 遇 到 的 微分 方程 中 最 重要 的 是 ， 关 于 k 个 未知 回 
时 Pi; = Pp;(t) 的 线性 微分 方程 : 


dp: yas)p, (i = 1,2,.…,h) (4.6) 
df -和 


以 3 维 空间 的 情况 说 明之 ， 令 Pp; 的 分 量 为 (pii，, bis， pis)， 则 得 3& 个 
更 数 的 微分 方程 
Shs. 2 ap 人 h=1,2,3) 


j = 1 
上 可 理 论 可 以 运用 | 即 
当 t=to 时 ，Pi=ei (已 知 ) 的 (4.6) 的 解 一 定 存 在 一 组 。 


dp _ dp, 
例 1 dt TP dat 


=0 


满足 t=0 时 ，p, =c,。p, =5。 的 解 是 


pi=ic,+c', Pp,=¢, 


例 2 dp -_p,, Sp: = 
满足 1= 0 时 ， Pi=cli， Pp,=¢, 的 解 是 


pi=€¢,cost—c,sint, p,=c,Ssint+c,cost 


85 外 积 与 外 微分 


外 积 (exterior product) 有 两 个 一 次 微分 形式 
,=aidx1+adx,» ®,=bdx1+bdx, ‘(5.1) 
(alya2ypisps 是 X1，Xxs 的 函数 ) 
它们 的 外 积 o: 人 wo， 是 : 关于 dxiydx，* 的 乘法 按照 以 下 公理 
dxiAdx1=0, dx,Adx,=0, dxiAdx,= 一 adxy 人 dx， 
(5.2) 
计算 而 得 之 式 。 由 (5.2) 得 
oj 人 os=(aip -abi)dx,Adx, (5.3) 


通过 以 下 讨论 知道 ,这 种 计算 法 与 变数 xiyx， 的 选 法 无 关 。 今 令 


Xi1=Pi(yYis V3) Xs =P2(y1 Ys) 
则 (5.1) 变 为 
DO =1aqdyi+iadyo， 02=7iQdy1I 十 72Q ya (5.4) 


的 形状 。 这 时 ， 令 加， =gr (i=1,2)， 则 
2 


jp, +asps» [=a191+asq, 
mi =b1pi+b.p2» m=b191+ bq, 
按 (5.3) 的 规律 ， 从 (5.4) 计 算 m; 人 ws 得 | 
Il 1 z 
“ldy1Ady: 


mt 77> 


wo Aws= (lm -lm dy NAdy, = 


(5.5) 
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Ee Hi -| Le 


PT PR EE ee ei dt ee 


可 | 


然而 
I! 71 


QO1 ds pi Qs | 


(5.6) 


Mi 
一 一 


m1 7 | Ib! D， 力 ? 92 : 
又 因 
dxi=pidy1+qidys» dx»= psdy1 +q2dys 
按 (5.3) 的 规律 计算 dx, 八 dx， 得 
dxi1Adx»= (pi1g2— p291)dy iN dy, (5.7) 
故 将 y1， ys 看 做 自 变 数 求 得 的 @, 八 0。(5.5) 与 将 x1,x， 看 做 自 变 
数 求 得 的 o: 人 oa:(5.3) 一 致 。 这 由 (5.6)，(5.7) 就 可 看 出 。 
外 微分 (exterior differential) 关于 一 次 微分 形式 
m=aidxi1 二 qsdx。 (gaisQs 是 x1,X; 的 C1! 级 油 数 ) (5.8) 
定义 其 外 微分 do 为 


do®=da,Adex, +da,Adx, (‘5,9) 
由 此 定义 得 
加 da da 
do = (je ax + go dx )Adx 
da ga 
+ (Fe dx + gadxs )N dx 
根据 (5.2) 知 


9 9a 
do= (3 0 jdxA dx (5.10) 


0x > 


特别 当 @o 是 C: 级 函数 f 的 全 微分 ， 即 
w=df= of dxi + 过 dX >» 


9x 1 


9 9 0 0 
时 ， 在 (5.8) 里 ol= 2/ ,as=_ ff ,90 -90 -0. 


2x ， 9x， 3x ) 3x， 
故 由 (5.10) 得 

dl(df)=0 (5.11) 
即 当 % = df 时 ， 则 de。 = 0 (5.12) 


设 Mm 为 x1,xs 的 C! 级 函数 ，@% 为 Ci! 级 一 次 微分 形式 ， 则 
d(m®)=dmAw+mdow (5.13) 
令 w=aidx1+adXx,, 则 此 和 性质 可 证 明 如 下 。 
d(mo®) =G(CGIdGX +ma.dx,) 
=d(mai)Adx: +d(ma,) 八 dx, 
=(dm*aj+mdai)MAdxi+ (dm*a, +mda,)Adx, 
=dmA (aidx! tasdx») +m(dalAdx1, +da,Adx,) 
=dmAw+mdw 
根据 (5.11)，(5.13) 可 见 ， 外 微分 do 的 定义 也 与 自 变数 的 选 法 
无 关 ， 证 明 如 下 。 将 xi = 中 iiCyiy yy) xz =q2a(y1Y2) 代 入 
WD=aidx! +G2dX， (5.14) 
里 ， 将 yiyy。 看 做 自 变 数 ， 取 (5.14) 的 外 微分 则 由 (5.13) 得 
ao=aw(aiaqdxi)+adGCazdxa) 
=dalAdxi+aid(dx1)+da,N\dx, +asdl(dx,) 
由 (5.11) 知 d(dx1)=0，d(dx;,)=0， 故 得 
dw =daiAMdx, tda, Mdx, 
积分 展 布 在 平面 域 D 上 的 积分 


= | fx x ar ds: (5.,15) 
施行 换 元 Xi = Pi(y1s Y2)» X22 = 中 (yi ys) 则 得 


DCX1I9X2) 
FT-=|| re 站: ) 7， ,yy ayidya 


式 中 dxidxs 变 为 X19X27 dyidys。 它 的 证 明 在 微 积分 里 相当 麻 


9(y19y2) 
烦 。 如 作 
六 x, 
dx = Dy -3 dy + dys dy? 
的 外 积 得 
Ad axisxa) gy, Ady, 


oaCyiyy2) 
一 22 一 
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故 (5.15) 中 的 dxidxs， 不 如 看 做 外 积 更 妥当 ， 今 后 就 这 样 做 。 
域 刀 上 的 积分 与 其 边界 3D 上 的 线 积分 间 的 桥梁 是 格林 定理 : 


9 3 
1 一- -和 一 )axidxs -| (ard 十 GyQYy) 


0Xi 


将 dx1dx， 看 做 de Adx 则 得 


jae -| (5.16) 


特别 当 o = wj (全 微分 》 时 ， 因 do = 


qd(df)=0， 故 (2 
for: 
a 


怎 2 


三 


再 者 、(5.12) 的 道 是 : 加 
当 dqw =0， 则 m= adj (全 微分 )、。 
这 个 性 质 在 所 论 域内 名 点 的 邻 域 里 是 正 ”第 1.14 图 


确 的 。 但 在 整个 域 中 未 必 存 在 一 个 函数 /。 
例 9 = 加 4 过! 定义 在 去 掉 原点 的 域 里 总 是 do = 0。 在 


X32 二 XZ2 


Xiss0 处 ， w=d(arctg x ), 在 Xx， 下 0 处 ， o=d( -arctg x ). 但 
在 整个 D 上 不 存在 满足 o = dj 的 f。 通 过 以 下 讨论 就 可 理解 。 如 果 
存在 的 话 ， 则 沿 闭 曲 线 c 的 线 积分 | 。 应 恒 为 0， 但 实际 情况 不 是 这 
样 四 四国] = 2n. 


的 情况 , 在 计算 两 个 一 次 微分 形式 ， : 
®| = aidxi @,== bidxi (aisb; 是 Xi xy px 的 蚁 数 》 
的 外 积 oo 人 om， 时 ， 设 
dxiAdx;= -dx;Adx: 特别 是 dxiAdzxi:=0 (5.17) 
其 它 按照 普通 计算 方法 。 于 是 得 - 
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oil 人 o， = Co ad ) 信 (2b; :d x;) = 全 ob IJ Xi 人 dx 


一 并 《aipi 一 bdNdx (5.18) 


;< 了 


在 作 三 个 以 上 dx; 的 外 积 时 ， 除 了 (5.17) 外 ， 再 设 


(dxiA\ dx;)\qx,=qdxiAM\ (dx;Adx:) (5.19) 


成 立 去 运算 。 而 县 式 子 
> aidxiAdx;, 2, aindxiAdx;Mdxs 


i ] < 


分 别称 为 2 次 、 3 次 外 微分 形式 (exterior differential form)。 


外 微分 do 的 定义 是 


当 ao= 工 Cdx; 时 ， dw = EdaiAdxi (5.20) 


当 @= 2.aiidxi 人 dxi 时 ,do = > ,day 人 dxiA 人 dxi (5.21) 


i<j i<} 


等 。 对 于 (5.20) 的 情况 ， 
aoa = 民 人 9a; -- 3 2 ja 人 dxi 


i<} 9 x 
对 于 (5.21) 的 情况 ， 
于 《+ dx A dxA dx 
i<1< Xp 9xj 


当 olyos 7 是 一 次 微分 形式 时 ， 可 证 
dw A®)=do A0, -oAdo, 
为 了 以 后 使 用 方便 ， 将 以 上 得 到 的 结论 总 结 如 下 : 
(1) 设 ,DD, 为 一 次 或 二 次 微分 形式 ， 则 j 
woi+os)=cdoi+dao:，ad(co)=cdo (c 是 常数 ) 
(2) 设 ooliyo， 为 一 次 微分 形式 ， 妨 为 函数 ， 则 
do)= ad 人 w+irzaqgao 
do 人 oz)=dol 人 oo 一 ol 人 dao， 
(3) 设 o 为 一 次 微分 形式 ， 则 : 
当 ® =df 时 , dw=0 
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反之 ， 当 do = 0 时 ， 局 部 地 存在 满足 @ = wy 的 通 数 /。 
值得 注意 的 是 ; 从 (2) 可 见 ， 如 将 mo 写作 om 时 ， 
d(om)=do*m-—- wwAdm 
赦 当 om 为 一 次 微分 形式 ，e 是 以 函数 为 分 量 的 向 量 时 ，oe 的 外 微分 
《以 各 分 量 的 外 微分 为 分 量 的 向 量 ) 满足 
dl(we)=dwoAe-wAde (5.22) 
式 中 w 八 de 是 一 个 向 量 ， 它 的 分 量 是 @ 与 de 的 分 量 的 外 积 。 


习 题 一 


1 在 平面 上 ， 设 基底 el，e: 之 长 为 1， 夹 角 为 9。 试 求 下 值 。 

(1) 分 量 为 (aj ,as,) 的 向 量 之 长 。 

(2) 分 量 为 (aiyaz)，(piy ps) 的 回 量 的 夹 角 。 

(3) 以 原点 ， 二 点 (aiyaz)， (01 02) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 。 

2 在 空间 里 ， 设 基底 2lye2*e3s 的 长 为 1 e， 与 .es。 的 夹 角 六 
ca，ea 与 el 的 夹 角 为 B，e| 与 e。 的 夹 角 为 Y。 试 求 下 值 。 

(1) 分 量 为 (a1, as， cas) 的 回 量 之 长 。 

(2) 以 原点 ， 三 点 (a,0,0)，(0,6,0)， 《0,0,c) 为 项 点 的 四 面体 
的 体积 。 

3 回答 下 列 问 题 ，(i,7 =1,2) 

(1) 当 17 时 ，59;j=0、84=1 的 (25) 是 共 变 张 量 的 分 量 吗 ? 

(2) 当时 3=0，5=1 的 (51) 是 混合 张 量 的 分 量 吗 ? 

4 设 (w) 为 反 变 向 量 ，(v;)，(w;) 为 共 变 向 量 。 问 下 列 各 分 量 是 
问 量 的 分 量 还 是 张 量 的 分 量 ? 

(1) wu’+v: 《2) zi 十 Wi (3) wi!+v; 

(4) wiv; 《5) viw; (6) wiv: 

5 设 (gi)) 为 共 变 张 量 ，(wi) 为 反 变 向 量 。 试 证 vi= guu 为 共 
变 疝 量 的 分 量 。 

6 已 知 根 据 xl: = wi 一 wu2， Xz = 2uius 将 点 (us42) 对 射 为 扎 (x， 


a Mm Prep Ee rE so pamper erp set et 4 
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xza)。 当 点 (uiyza) 在 以 下 直线 上 移动 时 ， 试 问 点 〈xio*xz) 在 什么 
上 移动 ? 

CD ui -= 一定 的 线 (2) 4 = 一 定 的 线 

(3) 通过 原点 的 直线 (4) 以 原点 为 圆心 的 贺 

再 讨论 在 此 映射 中 函数 行列 式 为 0 的 地 点 。 

7 已 知 初始 条 件 是 当 t=0 时 ，pPp1 =c,，Ps =c，， 试 解 下 列 向 
量 微分 方程 。 


dp - dp, . 
zt p;,, J p) 
8 对 于 下 列 各 @， 试 求 wo。 
dx»。— x2d 
(1) ®=x1dx,— X2d x (2) 四 = -一 ! 2 


(3) 人 一 区 1GXy， 人 gwx3 +xdxsAdxi + Xsdxi/MAdx;, 


(4) w= dx NdxstxdxsNdx txsdx Adx,. 
(x1 士 X 十 X%S 2 ) 3/2 


9 下 列 各 o 满 足 dw = 0。 试 求 满足 m= df 的 函数 f， 
(1) m= (3xi— 2x,x,)dxi +t (4x, — x4)dx, 


(2) -X22dx1— Xdx, 
X1 一 X%2 
10 将 格林 公式 应 用 于 下 列 各 线 积分 上 上， 试问 结果 怎样 ? 再 考 上 成 
这 些 线 积分 在 图 形 上 的 意义 。 
(1) | wadx, 


(2) | (XIGX2 一 Xudxil) 


(3) | nx2dx, 


(4) 上 -XGAMa 一 XaQX1 
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第 二 章 ” 欧 氏 平 面 与 欧 氏 空间 
$1 曲线 坐标 


为 在 平面 上 决定 点 的 位 置 ， 普 通 采 用 直角 坐标 。 这 种 坐标 的 决定 
方法 是 : 用 原点 和 标准 正 交 基 决定 坐标 轴 ， 
然后 决定 点 的 坐标 。 直 角 坐 标 为 《a1，a,) 
的 点 是 直线 xi =al 与 直线 xs=as 的 交 


' 


下 各 


为 决定 点 的 位 置 ， 除 了 直角 坐标 外 ， 常 
用 极 坐 标 。 这 样 坐标 的 决定 方法 是 ， 以 原点 
为 圆心 ， 半 径 > 的 圆 ， 通 过 原点 与 极 轴 (%， 
轴 ) 夹 9 角 的 直线 ， 二 者 的 交点 决定 点 的 位 
置 。 这 时 ，a<<r<b(a 汪 0)，a< 二 4<-B(a>>0， 
有 一 2z) 的 点 (r，b) 的 存在 范围 是 二 同心 圆 与 
二 半径 围 成 的 图 形 ， 这 个 图 形 与 另 一 平面 上 
以 (r，8) 为 直角 坐标 的 点 集 〈 和 矩形 的 内 部 ) 
成 一 一 对 应 。 

推广 这 种 想法 ， 考 虑 更 普遍 的 坐标 。 

设 在 平面 上 点 的 直角 坐标 为 (xly*xs)， 
在 另 一 平面 8 上 点 的 直角 坐标 为 (ai， us)。， 由 

X11= pilus Ws), Xs = PU1s. Wz) (1.1) 

将 平面 B 的 域 玉 的 点 (4 ，2zz) 对 应 于 平面 ax 的 域 已 的 点 (xi， xs)。 如 
果 此 对 应 是 C* 级 同 胚 映射 〈 映 射 是 一 对 一 ，(1.1) 的 pi，qs 以 及 决 
定 其 道 映 射 的 函数 都 是 C4 级 ) ， 则 称 由，xa 为 C 级 的 曲线 坐标 
(curvilinear coordinates)( 可 以 考虑 RAR= 1 2,3,… 各 种 情况 ) 。 
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这 时 ，(1.1) 的 雅 可 比 行列 式 是 


Oxi dX, 

9 9 
or) x0 (1.2) 
31 4H,) dx “ 0%X, 

92 ; dU, 


在 ( 1.1 ) 里 让 wu， 的 值 一 定 ， 则 随 着 
u。 的 值 改变 , 点 (x1,x2z) 画 出 曲线 来 下 
证 xs 的 值 一 定 ， 改 变 41， 则 上 己 (x1。 xsa) 
也 画 出 曲线 来 。 点 (x1，x， ) 由 这 二 上 曲线 
的 交点 而 定 。 us = 一 定 的 曲线 ， Wi 二 一定 
的 曲线 分 别称 为 21 曲线 ，w， 曲线 ， 总 称 
为 参数 曲线 (parameter curve). 

以 下 使 用 向 量 记号 。 令 点 (XxX1，X;) 的 


ox 


的 切 向 量 。(1.2) 用 外 积 的 记号 可 写成 
[ dx dx 上 


aul ” 01 ， 


第 2.2 图 
现在 在 平面 a 上 考虑 曲线 ， 设 其 骤 长 的 微分 为 ds， 则 


ds? =(dx, dx)=dx?+dx? 


而 且 
2 
9 od 
dx = Dad = du + ~ du, 
du 
1 2 
dx dx ox dx 
ds*= (du 1 ds du + du ) 
Bu 1 dw, 29 du 1 Bu, 2 
展开 之 ， 令 
-( ax 9x ) _ 9 ), = (2 9x ) 
. ee du) 3 9u) 多 gs: 这 ”多 Bu, 如 394， 多 37， 


(1.3) 


~ "PHT 作 "rapper .pe "pr 
rnt- rr He ome tele i i 


则 


， 
cs2= 》， 9iiduidu; = gu,dut +2g,.duidu, + g,.du? (1.4) 


jimi 
特别 当 g ,=0 (1.5) 
、 ox 9xzN_ 
即 当 3 3 ) 0 


时 ， 则 参数 曲线 
Hs» = 一定 ， 1 = 一定 
ox dx 
的 切 向 量子 ， < 互相 重 直 ， 因 此 ， 所 有 的 
正 交 坐标 (orthogonal coordinates)， 普通 
的 直角 坐 标 是 正 交 坐标 ， 极 坐标 也 是 正 交 坐 
标 。 
平面 "上 域 扩 的 面积 可 用 | gx, 人 dx 表 


示 ， 面积 素 是 dS =dxiA 人 ax，。 用 变数 21y22 


表示 之 得 z z 第 2.3 图 
9(XiyX，) -| ox | 
dS 3) du Adu, = Ba” Ba duiAdu, 
然而 由 (1.3) 与 第 一 章 (1.6) 知 


( 3x ax ) 3x ax ) 

: = | 一 一 一 一 一 一 一 一 

(| dx dx ) | 921 921 au, ” us 
92 1 ” 92 | Ox 


( ox ) ( ax ) 
~、 9u, ? 92 1 92: 9u, 


国 一 09:: Yl: 
gi: 9;: 
dx dx 
Ti、 ~ 
改 设 | 924 | 5 | 0 
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则 


dS=V gg.:- 0g dui Mdu, (1.6)》 
特别 用 正 交 化 标 村 . 
dS = gg duiA du, (1.7》 


例 1 极 坐 标 


这 时 ， 太一 《人 X1， xy，)=(rcos0， rsin0) 


.9 | ] 
5 = (cos0, sin0), = (一 rsing， rCOS8 ) 
故 由 (1.3) 得 - 

9 9 . 

Yi =( 3 9 3 = COS’:0+ sin*0=1 
dx ax | 

yi: = ar? -36 = COSO( ~rsin0)+ Sinborcosb=0 
0 . , 

G2 = -5 -这 =(~rSsin8)’*+ (rcos0):=7? 


由 (1.4)，(1.7) 得 
ds:=dr:+r:adb’, dS =rdrA ab 
例 2 椭圆 坐 标 
设 Xx1，、x。 为 直角 举 标 ， 则 由 


=1 (ai>a,) (1) 


表示 的 曲线 ， 当 常数 一 a。 时， 是 椭圆， 当 a, 汪 >a。 时， 是 双 曲 
线 。 今 在 第 一 象限 取 定 点 (x,，x:)， 则 通过 此 点 的 曲线 (1 ) 有 椭 加 
与 双 偶 线 各 一 条 。 原 因 是 ; 令 


Xi X2 
1 = +o 1 
让 入 的 值 从 ~ se 变 到 +ce， 可 见 和)=0 的 和 人 在 <a 的 范围 、 
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al 全 Ga。 的 范围 各 有 一 个 。 令 此 二 根 为 zz22， 则 


2 2 pb 
x Xx 
1 十 2 — 二 1], 1 十 Xs =1 
Gi Hi CoH] Ci 一 1 GH» 
| 
由 此 得 
A 如 2 一 (ay 一 8)CGy 一 2 ) (2) 
1 9 2 
Ci 一 ( C2 一 Cl 


这 时 的 219 Us 称 为 点 (x;， Xx,) 的 烽 甸 人 誉 标 。 由 此 式 计 算 ds:= 
dxi+dxz 如 下 。 先 求 (2 ) 的 对 数 微 分 得 


dX = 一 (2 一 十 -ua 
| Ql] 一 寻 1 | 一 Hi 
9X ^ 二 一 ao 十 _du, ) 
Xs G2 HI G， 一 4 


将 这 些 式 子平 方 之 ， 乘 以 (2 ) 并 相 加 


。 1 WU»—u 
el( 270) das+ 
(gi ~ ui)(a,—u1) ui 


UU 2 ) 第 .2.4 图 
(qi ~ ua) (0s — #2) “ 


故 (1.5) 成 立 ， 即 椭圆 坐标 u1，wu。 是 正 交 坐标 。 这 说 明 t= 一 定 
表示 的 椭圆 与 ws = 一 定 表示 的 双 曲 线 正 交 。 
再 由 (1.7) 得 


Hi z 
dS = dy Ndu, 


— (ai-— -Wi) (as — Ui) (al — Ws) (Gs — uo ) 
32 ”活动 标 架 


如 前 所 示 ， 使 用 曲线 坐标 表示 平面 上 的 点 x* = (xi，x*) 。， 计 算 
比 素 ds 时 ， 问 量 9x/9u1, 9x/u, 是 基本 的 。 这 些 癌 量 随 点 XX 的 
位 置 弄 定 ， 若 点 变化 ， 一 般 也 变化 ， 即 在 各 避 决 定 一 组 ， 以 下 想 推广 
这 样 事实 。 
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在 平面 上 各 点 * 决定 一 组 基底 
ely e2， 假设 这 些 向 量 关 于 点 二 的 曲 
线 坐 标 (u,，ts) 是 C: 级 的 。 这 时 考 
虑 以 xz 为 原点 ，e1，。。 为 基底 的 坐 
标 系 ， 称 之 为 标 架 (frame )。 于 是 ， 
Mel, e, 为 基底 表示 dx， 邻 


dx=aOiel 十 De: 


则 oo，os, 是 dul， dus 的 一 次 式 ( 一 第 2.5 图 
次 微分 形式 ) 。 原 因 如 下 。 首 先 ， 
_ 0% 9x 
dx = dn do -3 du, 
人 dx 
3 a ~ Piries™ Pai®? (i=1, 2) 
则 得 dx= (pduitpdur ei+(p .du +p.dus)e, 


再 令 @i= jpidu (i=1, 2) 即 得 。 
i 
同 理 考虑 de,，de。 可 得 
dxX=0OIiei 二 OO2e2， del=o .El+0..€,, de, = 0,.e,) +o,ea 
(2 1) 
这 种 @;， iili, 71=1, 2) 称 为 关于 标 织 x el1，” 22 的 相对 分 量 
(relative component)。 . 
于 是 令 z z z 
gij = (@is ej;) (i=1, 2) (2 .2) 
则 欧 氏 平面 的 线 素 
ds = (dx, dx)= (Die oi )= Doimiles, 1) 
+ 了 § i | - 
变 成 
: ds’ = 5 gioi®) | (2.3) 
证 ， 
而 在 oij 与 9i 之 间 有 下 列 关 系 。 微分 (2.2) 的 两 边 得 
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i 


dgi;= (de ej)+ (ee, de;) 
将 (2,1) 代 入 此 式 得 
dg = (Yigess Ei)+(e;, 5 wj,e,) 
k k 
册 根 据 (e， €j) = gpj, (€@,, €,) = Gigs 可 见 
dgii; = > gaiin + DD gig® js 《2 .4) 
这 就 是 所 求 的 关系 ， : 
以 下 描述 最 常用 的 特殊 标 架 。 
自然 标 架 这 时 ，el，e， 关于 曲线 坐标 U1i9 22 征 
ax ox 
一 - 一? €, = 一 一 - 
92 | du 
dx=duiel+du,e, 


在 $ 1 里 采用 的 就 是 这 种 。 这 时 ， 


ds” 一 >》 giduidus (2.5) 
正 交 标 架 这 时 ， 在 各 点 取 单 位 正 交 的 el，e， 为 标 架 。 因 
gij= (€i, €;) = 0i (2.6» 
故 (2.3) 变 为 
ds =ai+aozi 由 (2.7) 
人 


者 + de 


-x+dx 
or 


第 2.6 图 : 第 2.7 图 
又 (2.4) 变 为 


0= 2 6Di + 2 biojs 
h 


印 


因此 
故 得 


这 时 
在 自 


故 


oOii 十 Oi=0 
ci, = 0, ©,, = 0, DD,, = 一 0.,., 
dXxX=@el+m,e,, de!l=0®,,6,, de,= —0.,e 
(2.8) 
例 极 坐 标的 情况 
, X= (x,, xs)= (rcos0, rsin0) 
然 标 形 下 ，。 - ds = dr?* +r*dB? 
e ; 一 x - (COS0, sin0) 
dr 
人 区 。 
ez= 30- =(—rsin0, rcosd) 
de,=(— sinbd0, cos0dd) 


de, = (—drsin6 —rcostdb, drcos0 —rsin0d60) 


用 el，e， 的 线性 组 合 表示 之 得 


Bp 


则 
故 得 


因此 


op 为 


de,=r-1d0.e,, de,= -rdgel+r ‘dre, 


w,,= 0， oo ,= 1d0, DD， 二 —rd9, oO，=9 1dr (2 .9) 
如 果 不 用 上 述 el19 zs 和 而 用 正 交 标 架 
1 ox 


e =o (cos0, sind), es=—- -=(- sin0，cos9) 
1 dr r 


30 
dx= (drcosd —rsind0, drsin§ + rcos0aq0 ) 
de,=(— sind8, cos0dd), 
de, = (— Cos9d0 , — sind6) 
dx=drei+rdbe, 
dei = de, 
de,= 一 dbe， 
w=dr, ®,=rdb, oO ,= al 《2.10) 
向 量 场 的 共 变 微分 “在 平面 上 每 个 点 x* 各 规定 一 个 向 量 时 ， 称 
向 量 场 . : 
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oN re rm Pl ear nde, HD: PO i 


. 规 在 考虑 在 各 点 zx 的 标 架 e,，e，。， 关 于 此 标 架 ， 将 点 * 外 的 5 
分 解 为 分 量 量 ， 令 
到 二 Zie1 十 We， 


这 时 ， 使 用 (2,1) 计 算 v 的 微分 qv， 则 得 
dv= d( > Die) = DS_ dvre; 十 》 ， vide; 


= 2 dv e; 二 i =- dv + vine 
= >》 (dvit+ ) vioii)e, 


于 是 令 
Dus= doi+ Duos (i = 1, 2) (2.11) 
则 入 ~ | 
dv = 5 Duise = Duse, + Du,e, 《2 .12) 
ij 


第 2.8 图 第 2.9 
称 此 Di，Dv， 为 v= (v1!。v,) 的 共 变 微分 (covariant differ-~ 
ential) 或 绝对 微分 。 
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考虑 向 量 场 p= (v，,，v,) 的 微分 时 ， 在 图 形 上 dv,，dv， 并 设 
有 意义 。 给 它们 加 上 补正 项 而 得 (2.11) 的 Dv; 有 意义 。 例 如 ， 当 vv 是 
平行 向 量 场 时 ，dv =0。 故 由 (2.12) 知 Do = 0，Dv, = 0， 然 因 uv， 
v， 未 必 是 常数 ， 故 一 般 dv, = 0，dv, = 0 并 不 成 立 。 z 

到 目前 为 止 将 ”看 做 向 量 场 ， 即 在 平面 上 的 各 点 x* 有 定义 ， 但 
上 述 考 虑 不 是 向 量 场 也 可 以 。 例 如 ， 在 曲线 x =x(t) 上 各 点 规定 同 量 
v=D(t) 来 考虑 也 完全 一 样 。 这 时 ， 点 < 的 曲线 坐标 uiyza 都 是 上 的 
函数 ， 故 洛 此 曲线 ， 相 对 分 量 @:，%i; 是 

®;= Qt)di, wi; = Q(t)dt (1, 7=1, 2) 

的 形状 。 因 此 


Dv; = dv; + >_ ojvdt 
i 


是 沿 着 这 条 曲线 ，V = (v1， o 的 共 变 微分 。 
特别 汽 和 蝗 线 x( 办 的 切 同 量 
dx 


v= J 一 ViIel 十 2@29 
又 当 曲 线 x(1) 是 直线 时 ， 若 t 为 长 度 ， 则 v5 沿 此 曲线 一 定 ， 故 得 
dv: 


Dov:=0 即 


例 极 坐标 的 情况 
如 果 用 自然 标 染 ， 则 


,= dr, ao， = al 


-+ joanvi=0 (i=1, 2). 


i 


dt 


再 由 (2.9) 得 
oO =0， ©, ,=7r ld0, @,,= ~rd0, w,,=r lidr 
在 这 种 自然 标 架 下 ，e， 是 极 向 径 方 同 的 单位 问 量 ，e。 是 幅 角 方向 的 
长 为 了 的 向 量 。 关 于 此 二 向 量 ， 设 一 向 量 场 " 的 分 量 为 v，，v，， 则 
由 (2.11) 得 绝对 微分 : 
Po =aoi+oio,+oo=adoi 一 vsrdb 


mp， 一 qz， ty,, + U20,, 一 du, +vir 1!d0 十 var 1d7 


(2.13) 
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义 对 于 以 上 为 参数 的 曲线 
r=r(t), 0 = 0¢01), 
由 dx= dre,+dle, 知 


. 。 9 
Ul= r= ar， v, =0= 和 
是 切 向 量 关 于 自然 标 架 的 分 量 。 故 由 (2.13) 得 切 向 量 的 共 变 导数 是 : 
Do ;bs Do -人 +2r1ri 
at 二 六 r0 » dt +2r r9 
改 直线 的 微分 方程 为 


> ~—r0*=0, 6+2r"!170=0 
再 取 正 交 标 架 使 e， 与 自然 标 架 的 e， 相同 ， 则 
vi=7r，, v» =7r0。 


拉 氏 算 子 有 函数 三 = f(x Xs), 设 关 于 正 交 标 架 


ds”=Ww1i+w? (2.14) 
则 有 可 令 D qj = ol+j os (2.15) 
这 时 ， 再 令 2) p= 一 太 oi 二 三 os (2.16) 
容易 理解 这 和 正 交 标 架 的 旋转 无 关 3)。 求 其 外 微分 dp， 令 

dp=g%1A%, z (2.17) 


则 此 g 只 依赖 于 f， 而 与 正 交 标 架 的 选 法 无 关 4。 称 此 g 为 f 的 拉 

氏 算 子 (Laplacian)， 记 做 4f。 例 如 ， 关 于 直角 坐标 x,，x,， 
ds*=dxi+dx? 

令 ol=dxi，os=dadx:， 则 从 


dJf=Fidxi+jidxy 得 矿 =-2， 太 = 


1) Mdf = (YF, dx)， ,dx = Wie +Oase 可 见 ， 了 1。f; 是 fi 的 梯 席 关于 正 交 株 
架 的 分 量 。 
2) ”下面 的 p=*df.* 的 定义 见 pp。186。 
3)，4) ”证 明 与 三 维 情况 同 ， 见 思 。45。 《以 上 均 系 译 者 注 ) 
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从 而 


92 9 | 
7 了 71 = (2.18) 


as =ayr2 十 r2adb3: 
故 令 o = dwr，ms=rd6， 则 从 


JJj=jidrtfardl 得 让 = ,1 =- 工 -af 


or rr 20 
从 而 
_ 3f f 
p= 一 -人 dr 二 rab 
1_3 of 3 /1 3f\l 
dp | 3r ( dr )+ 30 (二 9 ) arAa8 
_/_9° 1 3f 1 a2f 
-( rT a 0 )drArde 
因 @, 八 w, = dr 八 rdq9， 故 得 
-af 1 3f ,1 32 
ASfFf= yy， -一 -二 -= 
or> + r dr 十 r2 902 (2.19) 


(2.18) 与 〈2.19) 是 相同 的 量 ， 即 /的 拉 氏 算 子 在 直角 坐标 下 是 
(2.18)， 在 极 坐 标 下 是 (2.19)。 


$3 ”空间 的 曲线 坐标 
和 吹 氏 平面 的 情况 一 样 , 在 哆 氏 空 间 里 也 可 考虑 曲线 坐标 。 首 先 ， 
在 空间 BB 里 设 点 的 坐标 为 (wis U2s Ls), 考虑 域 C 。 今 有 Cs 级 郴 数 
qi(ui，uUs，。 Ua)(i=1，2，。，3)， 设 由 : : 


Tm rr lp ee ee er i mhr eH EE EEE CPE i -ne ee 


| 


X1= Pi(us U2s Hs) 
xy 一 中 (yu Us) (3 .1) 
Xs 二 中 3(41。， U2s Ws) 
定义 的 从 空间 月 里 的 点 (xi，2z， Us ) 
到 空间 @ 里 的 点 (xX1，X?， xs) 的 对 Wipls 
永 是 一 对 一 ， 又 设 从 x1，x2，xs 到 


Voss WisWs 一定 


Wls 12 Us 的 映射 也 是 C* 级 9 一 定 
出 | 第 2.10 图 
x 9x) xy 
021 du, dus 
9(X1, Xs, Xs) 9X, dx, 9X: ><0 (3.2) 


(Ws U2> Us) Gu! us us 


9xs 9xs Xs 
| Ou: 942 dus 


这 样 的 Ulis 229 U3 称 为 空间 的 点 的 曲线 坐标 。 
这 时 ， 令 22 = 一定， Ws = 一定 ， 而 改变 4 1 的 值 ， 则 由 (3.,1) 决 
定 的 点 x = (x1，x2，Xxs) 画 曲线 ， 称 之 为 u， 曲线 。 此 曲线 的 切 向 量 


可 用 于 表示 。 同 理 ， 忆 一， 子 一 分 别 是 xx 曲线 ，x。 曲线 的 切 向 
Hl Us Ha 
量 ，(3.2) 可 写 做 


ox dx 2 ) : 
( 941 ” us us 0 
于 是 令 
co = (i=1, 2, 3) 
ui 
区 dx = 2 5 du = 2 ed 
i i i . 


再 令 qi;= (€;» ©€j;) (3.3) 


则 由 
ds= (dx，dx)=(> due, Ddue)= >,(e;, ei)duidu; 
| i I 3»7 


得 . ds: 一 》 gi duidu; (3.4) 
i»1 
得:《9i;) 为 天 于 此 曲线 坐标 Uis U2»> Us 的 基本 张 量 ， 特别 当 
9:=0 gs=0, 9=0 (3.5) 


时 ，zi 曲线 ，w。 有 曲线 ，4: 曲线 的 切 回 量 
eli，e2，e: 互相 垂直 。 这 样 曲线 坐标 称 为 
正 交 坐标 。 在 正 交 坐标 下 


i 三 一定 的 曲面 
ws 三 一 定 的 曲面 
Ws = 一定 的 曲面 
是 两 两 正 交 的 。 
一 般 地 说 ， 以 三 向 量 el，e:*，es 为 三 第 2,11 图 


邻 边 的 平行 六 面体 的 体积 是 | (eyesyes)}1， 运 用 内 积 gii = (eei) 
由 第 一 章 (1,5〉 知 此 体积 等 于 行列 式 g = det(gij) 的 平方 根 9g 。 今 
在 曲线 坐标 下 ， 沿 nu， 曲线 ，4，， 变 到 wu1+ Ju 时 x 的 微小 变化 略 
等 于 


au -= 所 LU 


3 
_ 同 理 ， 沿 xz 曲线 ，xs 曲线 ，x 的 微小 变化 略 等 于 e; 4u;， 
esJus， 由 此 三 向 量 作 成 的 平行 六 面体 的 体积 是 
|((eiAui, esAus, esAus)| =| (el, es, es3) | Au Au, Aus 
= g udus Aus 
由 此 可 见 ， 线 素 由 (3.4) 表 示 的 欧 氏 空间 的 体积 素 是 
dV = gduN\du, Nadu (g=det(gi;)) (3.6) 
特别 在 正 交 坐 标 下 ，g=.g,,9..9,:。 故 . 
dV = gg dui Mdus Mdus (3,7) 
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令 r=u1，09=4us,，q=4s， 由 上 式 


例 1 空间 极 坐标 〈 球 坐标 ) 


在 空间 里 ， 关于 直角 坐标 系 0 一 XI1X2Xs 考虑 点 X=(X,X.,Xs) 
的 位 置 时 ， 取 


|x|=r 

0=x 与 x。 轴 的 夹 角 (0<0 <<7) 

p=x 在 xixs 平面 上 的 正 射影 与 x; 轴 的 夹 角 (0 和 9<<2m0 
则 rr，9,，q 是 空间 的 极 坐 标 (或 
球 坐 标 》 。 这 时 

x!=rSinbcosgq 

xX,=rSinbsing 

Xs=rCOSO 


将 域 0 过 r 二 eo，0< 二 0 二 x，0 志 qq 二 
27 与 空间 里 去 把 xs 轴 剩 下 那 部 
分 域 成 一 一 对 应 。 因 此 (r，b， 9) 第 2.12 图 
可 罩 做 点 的 曲线 坐标 ， 称 为 球 坐 标 。 

因为 x= (rsinbgcos，rsinbsin 中 ，rcos6) 


3 . . 。 
Hr 以 e = -一 =(sinbcose， Singsin 中 ， cos9) 


ar 
e, = = (rcosdcosqp,rcos0d sinp, -sint) (3.8) 
dx . 。 。 
ersin sing， r Sin tcosy, 0) 


由 此 得 
gii= (es el)=1 9::=(《e>， e)=r9,,=(eiyes)=72sin20 
gi:= (él» €2) =0, 9,.,= (€,, 和 0,9:.,=(es，el)=0 
| 
=dri+r’d0?+r’ sin:Oqwp? (3.9) 
后 根据 (8. 让 得体 积案 


en 


dV =r*sintdrA dA\dgy (3.10) 
例 2 椭 球 坐标 


2 py 十 元 一 1 〈a1 一 Do 一 ds) (1) 


表示 的 有 下 

当 和 A<<as 时 ， 是 椭 球 面 ， 

当 as<A 和 <ax 时 ， 是 单 叶 双 曲 面 ; 

当 az<A< al 有 时， 是 双 叶 双 曲 面 ; 

当 ^>cl 时 ， 什 么 也 不 表达 。 

今 在 第 一 卦 限 ， 即 在 

x 一 0， XxX».—0, XxXs—0 

那 部 分 空间 的 任意 点 (x1，x，，xs) 。 和 平面 上 的 椭圆 坐标 的 情况 
(p,31) 一 样 可 证 , (1 ) 的 曲面 有 三 个 通过 此 点 : 就 是 上 述 的 椭 球 面 ， 
单 叶 双 曲 面 , 双 叶 双 曲 面 。 设 对 应 于 这 些 面 的 和 值 分 别 为 219U29839 
则 


(a) —y1)(a U2)(a) — 3) 


2 
1 (al 一 2)ai 一 3) 
X3 = (dz 一 21)(ay 一 zto)(ay 一 23) 
《da2 一 Gs)ad2 一 G1) 
x2 = 03TH) (a TW (as ts) 
(aa 一 G1)(aas 一 ay) 
由 此 得 
2 -si11a ya T( (at) 
ds dx1 tdx2+ dx 4 ( Car—u) as ui) Cas —u) dui 
十 (ugs— Hs) (ui — Us) du: 


(Qi Us)(as — Us)(as —u,) 


(al1 1s)(a;— Us)(as 一 13 ) 


(HiT Ws) (us 一 Us ) du ) 


3 
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改 精 球 坐 标 是 正 交 坐标 。 


活动 标 架 ”对 于 空间 每 个 后 X= 《Xl Xs， Xs,， 各 规 秆 一 组 标 


架 e)，e,，e，。 这 时 ， 使 用 曲线 坐标 41，w,，4s，。 则 
ax = 》， Ox 1 


f On 

于 古今 
OxX 
Bu. 一 2 pijess ;i 三 2 du; pii 
i 

刚 簿 dx = 》 aie， 

i 
这 时 ， 令 Oii = 人 eiy ei)》 
则 os” = >》 gij di, 

了 
绸 令 de;, = 2»_ 0ije,) (1=1,2,3) 
与 (2.4) 同 理 可 证 


dgi; = > gaiois + Sgigo js 
k hk 


_ 9 . 、 、 
自然 标 架 是 ei= 《i=1,2,3) 的 情况 ， 这 时 


ds 一 >_gidudu; 
ts:j 


在 正 交 标 架 下 ，(ei， €;) = 0i;, 故 (3.13) 变 为 
as2=》 Oo3 


再 由 (3.15) 得 
Ci 二 一 名 i 


故 oji=0。(3.12)，(3.14) 变 为 


(3.12) 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15> 


(3.16) 


(3.17) 


(3.18) 


Ett ee Et | 


dx=aOoliel 十 azez 十 Oses 


de il 二 DWE, 二 + (3 19) 
de, = | + ,es ， 
de sa = 一 el 一 :se: 
e+ e,+de: 
“3 x + 
ad — es 
第 2,13 图 
这 时 oOi=(qdx，ei) 
Wi;= (de;, €;) (3.20) 
例 “” 球 坐标 的 情况 
由 (3.8) 知 
xX= (rsincos9, rsindsinm, rcos0) 
ox 1 CE 1 1 Adx 
从 一 -一 二 .一 ~- 一 一 一 
* ”1 or ” “2 r 30 ” 2 rsin0 30%9 


由 
e,=(sinlcosp, sin0sin9, cos0) 
e, = (Cosbcos， cosgsing，- sinb) 
es=(— Sn 中 ，COoSs 中 ，0) 
是 正 交 标 架 。 而 且 
dx=dreelt+rdOe, trsinddq'es 
由 (3.19) 得 
w=dr, 0,=rd0, ws,=rsinddgq 


再 由 (3.20) 得 


,= ~ 0_, = dq9, DD ,二 一 由; = Sin 0w， 0,,=—0,,=cCcosbagqp 


拉 氏 算 子 有 了 疙 数 f= f(x1,xi，Xs)，、 设 天 于 正 交 标 架 ei，e:y 


ea3， 
qdsS -=ai 二 oo 十 O8 (3.21) 
则 可 令 3 
dj = 六 ioi+ 太 os+ 太 os (3.22) 
这 I 时 ， 令 2) 


QO=f os 人 os+josA 人 oi+ysol 人 oa， (3.23) 
再 取 其 外 微分 ， 并 令 
do0=gol 人 o: 人 os 《3 .24) 
9 称 为 了 的 拉 氏 算 子 ， 以 4f 表示 。 
这 时 ，ZLf 与 正 交 标 架 ei，ez，es 的 选 法 无 关 ， 可 证 明 如 下 。 
设 (piy) 为 正 交 答 阵 ， 并 设 
€,= Sy puse, (71=1,2,3) 


jo 


则 dx = > Diei= 2 ,ve 
im1 im1 
= 2 Pii®;i 
再 从 df = 2 f= ,fio; 得 了 = 2 bi 
故 通过 计算 可 证 


fi5, Nws+ fm Nv +f GO 人 5 
=e(f os AN 人 os+jos 人 oli+rsoiAo) (3.25) 
(E=det(zpi) = 十 1) 
此 外 ， 


一 -一 一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 一 一-- -一 


1) (f1,f;,f:,) 是 梯度 vi 在 (elyexyes) 上 的 分 量 。 
2) 62 =¥df。 ( 均 系 译 者 注 ) 


i Te rr r,t PH Bt 
a ee - rr wht tr ep rr 


6 人 0 人 ms =sol 人 oz: 八 ms (3.26) 
由 (3.25)，(2.26) 与 (3.24) 可 见 ，4f 与 正 交 标 架 的 选 法 无 关 。 
例如 ， 对 于 直角 坐标 xi* xz， Xas， 
ds =dx?+dx2+dxs 
由 于 o,=awx,，ov=dxs，os=adxs， 故 从 


2 9 9 0 
df= fdxit+f2dx,+fasdxs 得 f= /= 3 fs= -2 三 
1 


9xX3 
故 
QO = 9f gxoNdrxs + of dxsAdxy +— dxiNAdx， 
Ox 1 9X， 9xs 
从 dQ=4fqdxi 八 dxs, 八 dx。 得 
,0° 97 9 
Sf = 一 到 和 + 到 全 十 一 (3.27) 
ds* =dr:+r*d0*+r?sin’:0dqp’ 
w=dr, os =rdb os=rSsinbad 
则 | CSs2 一 0 二 az 十 @3 
今 . 
df=f1%01+f2.0,+ fs®;,, 
与 
__3f of _ 3f 
比较 之 得 
加 1 fy 1 af 
! 9r’”/?: nr 36” ”rsnb 39 
故 - 


4 =os 人 os +jos 人 oli+jsoi 人 oa， 
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re 和 a , , 


一 3f r? Sin QaqbAdq 十 1 3f ,sin dq 人 \ dr 
dr r a0 


二 1 _3f 9 
rsin0 9 radrAd 


dQ -| (rsine sf )+ oF 3 (sin0 3 


9 ( 1 371NVI AIJg 
ap \ sing 3 /arAd 人 ad 


此 式 与 
d=AIf ro No,ANws =4JjorsnbdrA 人 doA 人 Ad 
比较 之 得 
Af = 6( 
py | 一 ---，: 2 人 8 一 
7 97 i 30 Sin 
1 oa:f 


rmi do (3.28) 


34 ”结构 方程 


在 空间 里 ， 设 以 点 x 为 原点 的 标 架 e,，e;，e。 (不 要 求 是 正 
交 标 架 ) 关于 RC(k=1，2,…) 个 变数 如， … hh 是 C* 级 的 。 而且 令 


dx = 》 ,aie (4.1) 
i 


de: = one e; : (4.2) 


则 oj，oi 是 关于 #1，。…，。t 的 一 次 微分 形式 ， OO oii 称 为 相对 分 
量 (relative component) 。 

在 相对 分 量 之 间 成 立 某 些 关 系 。 以 下 求 之 。 

首先 ， 外 微分 (4.1) 的 两 边 。 这 时 ， 将 以 一 次 微分 形式 为 分 量 的 


回 量 外 微分 的 含义 是 将 其 各 分 量 外 微分 。 于 是 运用 第 一 章 (5.22) 得 
dl(dx) = > d(oiei) = (doie;— wi dei) 
此 式 左 边 是 0， 再 将 (4.2) 代 入 右边 得 
0= 2 (doiei— wi 人 D0ie,) = 2 (do Do;N oi) e 


故 doi 一 orA 人 opP=0 
同 理 ， 外 微分 (4.2) 得 


doii ~ >opx 人 aoj=0 
8 


do; = > ,oj 人 ai (4.,3) 
i 


doi; = poh Osi (4.,4) 


这 些 式 子 称 为 空间 的 结构 方程 (structure equation ) 。 
特别 当 el，es，es 为 正 交 标 架 时 ， 得 到 与 3.18) 一 样 的 
Oii 二 一 Di 《4.5) 
故 (4.3)。 (4.4) 变 为 ， 
doi=os 人 ao, +osA 人 oo ，dos =oli 人 oo :+as 人 oo,， 
dos=ol 人 of+os 人 oa，， 
do =0o0i 人 ao，ado:,=oA 人 oado, =o ,人 oo， (4.7) 
平面 上 的 情况 ”在 平面 c 上 取 点 x* 与 向量 e,，e,， 而 取 es 的 方 
同一 定时 ， 从 (4.1)，(4.2》 可 见 ，@s =0，@,,=0，%,,=0; 再 从 
《4.3)， (4,4) 得 
doi=oi 人 oo to Am,, dm,= 0 A0,,+0,AN 0,, 
do =oA 人 oo do,,= 0 人 ao ,+oao ,人 oo， 


d %,, 一 ,AAD,, 十 ©®,, A 0,,, d @,, = 0,,N\@,, 


(4.6) 


特别 是 正 交 标 架 时 ， 


qdol=oz 人 oadoy=or 人 oo，ado,,=10 


屏 题 一 


1 在 平面 上 ， 关 于 直角 坐标 x1，x,， 
xi:=4u(xi+u) (Css0) 
表示 抛物 线 。 设 (x:，xa) 是 不 在 坐标 输 上 的 点 。 试 证 在 这 类 抛物 线 
中 有 两 个 通过 此 点 。 设 这 时 “的 两 个 值 为 2 
zz， 则 对 于 第 一 象限 的 点 (x1，Xxs)， 
ui。t。 可 看 做 曲线 坐标 。 试 求 这 时 的 线 
素 ds”《〈 称 此 坐标 为 抛物 坐标 ) . 

2 在 平面 上 ， 设 从 一 点 已 到 两 定点 
4(-a 0)， 刀 (ac，0) 的 距离 之 和 为 41， 
距离 之 差 为 va， 则 在 第 一 象限 上 wi，w， 
可 看 做 点 己 的 曲线 坐标 。 试 用 zi，zaz 表 
示 文 种 情况 下 的 ds:。 第 2.15 

3 在 平面 上 ， 当 线 素 在 正 交 坐标 下 可 表示 为 

ds*= (cdu1)?+(csduz)* (cl c， 为 uj，W。 的 陋 数 ) 
了 时， 国 数 f(u,，t2s) 的 拉 氏 算 子 4f 可 由 下 式 表示 。 试 证 明之 ，。 
d 9 9 “9 
人 


Ou C 1 94 1 Qn» Co 92 


然后 再 应 用 于 极 坐 标的 情况 。 

4 在 空间 里 ， 当 线 素 在 正 交 坐标 下 可 表示 为 

ds =(cidui)* + (csdus) + (csdtas)2 (ciscosyca 为 Wis Hs 
us 的 困 数 ) 时 ， 函 数 f(u,，uw2，ws) 的 拉 氏 算 子 4f 可 由 下 式 表 示 。 
试 证 明之 。 
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ER Cs Ous 
然后 再 应 用 在 圆柱 坐标 ， 球 坐标 的 情况 上 。 
5 对 于 平面 曲线 x =x(s) (s 为 曲线 之 长 〉》， 设 el 为 单位 切 阿 
量 ，e 为 单位 法 向 量 ， 则 


ds | 
式 中 的 是 此 曲线 在 点 x* 处 的 曲率 。 
试问 曲率 总 是 常数 的 曲线 是 什么 ? 
6 . 设 平面 曲线 上 的 动 点 的 速率 为 v ， 此 曲线 的 曲率 为 &h ， 则 加 
速度 的 切 分 量 为 -0-， 法 分 量 为 hv*。 试 证 明之 ， 
7 设 一 物体 在 空间 运动 时 其 一 点 固定 ， 又 设 固 定 于 物体 上 的 正 
交 标 架 为 el，e:，es， 令 
de: - 2 。 
a 7 Oe) (=1，2，3)， 
则 0iji 三 一 Ciie 今 令 Qs = 三 Yli C= Ys Cs = Yss. 试 求 关 于 这 样 标 
架 ， 有 -一定 坐标 (cl，cz，as) 的 点 的 速度 向 量 关于 这 样 标 架 的 分 量 。 
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$1 曲 面 


在 空间 里 曲面 具有 的 性 质 中 有 以 下 两 类 . 

(1) 撼 弯曲 面 而 不 改变 的 性 质 ， 

(2) 城 弯 曲面 发 生变 化 的 性 质 . 
在 这 里 所 说 “ 茂 弯 曲面 ”的 意思 是 ， 保 持 曲 面 上 的 所 有 曲线 弧 长 不 变 
的 变形 。 

以 后 我 们 要 考察 的 是 性 质 ( 1 )，、 但 是 本 章 开始 讨论 的 曲面 基本 性 
质 中 也 包括 ( 2 )。 

首先 考虑 怎样 解析 地 表达 曲面 。 

曲面 的 曲线 坐标 ” 设 空间 里 点 的 直角 坐标 为 (x1,x,,xs) ， 再 考 
起 平面 8 上 的 直角 坐标 (uj,us)。 在 了 B 上 有 Cs? 级 函数 qi(u1,4u,)， 


qs《UisUs)，PslUis Ws)， 假 设 和 矩阵 


的 秩 为 2 (1.1) 
CE 


” 即 由 此 作成 的 二 阶 行列 式 中 有 不 是 0 者 ， 
又 设 在 


XxX1= Pi(uis Ht,), 
Xs = Ps (Us Us), (1.2) 
Xs = Ps (ui us) 
”下 平面 B 上 的 点 (wi,W) 与 室 间 的 点 (x1， 
第 3.1 图 xs，Xa) 对 应 、 并 且 平 面 B 上 的 域 G 与 空间 
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的 点 集 3 一 一 对 应 。 称 此 > 为 曲面 (详细 说 来 是 曲面 片 )，2l，x。 称 为 
区 曲面 的 曲线 坐标 . 
例 1 当 点 (xiyxs) 在 xixs 平面 (xs=0) 的 域 G@ 上 移动 时 ， 由 
Xs= f(xX1,X,) 


决定 的 点 (x,，x, ,xs) 的 集 作成 曲面 。 原 因 是 ， 令 


X11 Ui, XH,, Xs= f(ul,su,) (1.3) 
则 (1.1)7 成 立 。 
例 2 球 心 在 原点 ， 半 径 。 的 球面 上 的 点 ， 用 球 坐标 a，6，p 可 


*, 写 做 
和 x!=asindcosgp 
XxX, = asinb sing (1.4) 
xs=aCcose 
邻 ul =06,， ws = 考虑 
0C<0<n, 《下 < 
根据 (1.4), 半 球面 在 上 述 合 义 下 是 曲面 .。 
使 用 上 器 量 记 法 ， 令 后 (x1,Xs,Xs) 的 
位 置 向 量 为 x*， 则 用 向 量 积 可 将 (1.1) 写 


做 
Ox ox 
9 [3 5 ]>。 (1.5) 
于 是 令 
_ 09x _ 9x 
rr 1 到 e: = Ba (1.6) 
第 3.2 图 则 它们 是 切 平面 上 的 向 量 ， 而 且 
dx=duiel+du,e, 
再 令 
_f{ 9x dx 
gii= (ei,e)) =( 3 Bu ) (1.7) 
(i,7=1,2) 


则 曲面 上 的 线 素 ds 变 成 


ds?= (dx,dx)= ,gijduidu; (1.8) 
| 


(1.6) 是 沿 曲 面 的 自然 标 架 .。 
其 次 取 eliye， 的 线性 组 合 eye:， 

则 这 些 也 在 切 平 面 上 ， 并 且 

dx=oiel+oses 
式 中 oos 为 dui1，du， 的 线性 无 关 的 一 
次 式 。 令 (eiei)=g5 则 第 3.3 图 

ds*= (dx,dx)= S900%; 
zi， 


特别 当 8,,e， 是正 交 标 架 时 ，9i; = 0。 故 
: ds? = wm? + 3 (1.9) 
例 1 球 面 
xz= (xiyxoyxs)= (asinbcosm,asinbsingy,acosb) 


在 自然 标 架 下 


el 一 - 2 = (acosgcos 中 ,acosbgsin 中 , 一 asinb) 
OX 。 。 
e, = 30 = (—asinbsing,asinbcoso, 0) 
因此 得 
gu= (ee1)= a* ,gu2= (ee,)=0,92= (e,,€,) =a? sin*6 
收 cs =a2zdb2+a2Ssin20d 中 ” (1.10) 
一 1 一 I 
再 令 “二 2 2 一 ong 


则 宇 ,，。 是 正 交 标 架 ， 
dx=-2x dbg+_ zx dp=ad0e,+asinddge, 
. 090 3 四 
于 是 令 oi=adbj os =asintd 
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由] dx=cOilel+oe， ds = 十 O8 (1.11) 


例 2 曲面 Xa = xisxXs) 


这 时 x=(XYiyxayf) (f=f(xi,x,)) 
在 曲面 上 ， Xi9 YX, 可 看 做 曲线 坐标 ， 故 
3x 
e = 一 -一 =(1， 0， fx,) 
9X 1 
(区 
es.= Bx = (0, »1,f x.) 


由 此 得 
= (1+f2)dx?+2f.. fxdxidxs + (1l+f2,)dx? 


$2 等 距 对 应 与 保 角 对 应 


等 距 对 应 (isometry) 有 二 曲面 $，S， 在 它们 之 闻 存 在 一 一 点 
对 应 ， 如 果 相 对 应 的 二 曲线 之 长 总 相等 ， 则 称 此 对 应 为 等 焉 对应。 将 
此 对 应 看 做 从 S 到 S (或 从 5S 到 S) 的 映射 
时 ， 也 称 为 等 距 上 映射。 
设 使 用 S 与 S$ 的 曲线 坐标 HisU2>9 四 19 
分 别 可 表示 它们 的 线 素 ds，ds 为 
ds’: = 9_ giiduidu;, 
isj: 


d= Bidhidh, 
i : 
如 果 S，S 间 的 点 对 应 田 C! 级 函数 


= qu ) 
人 P11 (Us Us (2.1) 
WU, = Pe Cu Hs,) . 
给 定 ， 而 且 a 
ds:=ds’ (2.2) 


则 此 对 应 是 S， 于 间 的 等 距 对 应 。 z 
等 距 对 应 也 全 都 满足 (2.2) 可 证 明 如 下 . 对 于 S 上 的 任意 曲线 6: 
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ET re mE oF PH rr eo tt i 


ui =uU1(t), uz = Us(t), 设 根据 (2.1) 相 对 应 的 S 上 的 曲线 为 如 ,= 
4 1(t), w= #2.(t), 则 


te 1B _ f ， ds 
Jas= Ja 即 | 全 dt | ds 


因 t,ts 任意 ， 故 得 


ds _ds 
dt dt 
— du: dui , du: du; 
四 a a Tar Madr dt 
因此 / 
7 Ut dU; due dus - du dun 
ri Mus us dt dt 2 ge dt dt 
由 于 曲线 c 的 取 法 知 世 : ， 纪 和 可 以 任意 选取 ， 故 得 
万， 341 .307 - 
2 9 Bu dus Op 
由 此 可 导出 (2.2)。 
例 1 关于 柱 面 


xX, =f(u), xX,= 9(u),X3=U0 (a<u<=06) 

设 4 是 柱 面 与 xs =0 的 交 线 的 弧 长 、 则 此 柱 
面 的 线索 ds 是 

ds?* =dxi tdx2 +dx:=du: tadv’ 
故此 柱 面 与 此 (u,v) 为 直角 坐标 的 平面 的 一 
部 分 o<x<< 2 等 距 。 

例 2 关于 锥 面 

X 1 = uf1(v), xs， =uf.(v), xs= ufs(v) 

设 曲 线 

XxX1=f1(v), Xa = f/f,.(v), xs=f3(v) 
在 以 原点 为 球 心 ， 半 径 工 的 球面 上 ， 取 为 此 曲线 的 弧 长 ， 则 


1 
上 | 
tr ee et i 


fo +f 0 + fs 0 =1, fv + fv +f (v0) =1 
故 得 - 
fF + fF 0 fv + fa vf (v=0 
ds =dx: tdx?i+dx?:=du: +udv? 
在 此 锥 面 上 考虑 域 
2U 0， a>uvu>0 (a<27), 
令 u=r+r，v = 上 8， 考虑 从 锥 面 上 的 点 (u,v) 到 哆 氏 平面 上 极 坐 标 (>,8) 的 
点 这 样 映射 。 因 / / / 
ds:=dr?*+r:d0? 
表示 这 个 平面 的 线 素 ， 故 此 映射 为 等 距 映 射 
例 1 与 例 2 说 明 柱 面 与 锥 面 可 以 无 伸缩 地 展开 在 平面 上 ， 因 此 是 
曲面 的 等 距 变 形 。 对 此 ， 有 时 也 可 考虑 同一 面 上 的 等 距 上 映射 如 下 . 
例 3 在 平面 上 考虑 直角 坐标 ， 由 
x2=xisnlb+xrcosg+a， 
决定 将 点 (xiy*xs) 映 到 点 (xx2) 的 位 移 ， 因 
dx"*+dxs*:=dxi+t+dx? 
故 为 平面 自己 上 的 等 距 上 映射 。 
例 4 正 圆 柱 面 绕 轴 旋 转 以 及 沿 轴 方向 移 
动 是 等 距 映 射 。 
例 5 绕 球 心 转动 是 等 距 映 射 。 
保 角 对 应 (conformal correspondence) 
在 二 曲面 $，S 间 有 一 一 对 应 ， 设 ac， 有 为 在 
S 上 任意 点 相交 的 任意 曲线 ， 叉 设 9q，B 为 与 
之 对 应 的 S$ 上 的 曲线 。 如 果 oa， 有 B 的 夹 角 总 和 
a, 百 的 夹 角 相等 时 , 则 称 此 对 应 为 保 角 对 应 . 
”将 此 对 应 看 做 从 S 到 S (或 从 S 到 S) 的 映射 
时 ， 称 为 保 角 映射 。 


设 曲 面 S 的 曲线 坐标 为 ui,4w,， 又 设 在 S 上 通过 点 zx 的 曲线 4 的 
参数 为 多 其 参数 方程 为 ui = w(t) ,us = w(t)， 则 此 曲线 的 切 向 量 为 
ax _ ox du dx du, 


人 一 -一 一 一 .1 2 
dat ou dt 9u, dt 
du du 

夏令 Hg, A =0,, 


则 关于 自然 标 架 ， 
Aa~a.el+a.e, 
同 理 考虑 过 点 x 的 另 一 条 曲线 B， 设 其 切 向 量 为 
b=ble, +b,e, 
因为 (ei,e)) = gz 故 在 点 x 二 切 向 量 a,，6 的 夹 角 6 满足 
a,b jaib; 
cs = TT = TE So 人 
设 曲 面 S，S 间 存在 一 一 对 应 ,对 应 点 使 用 相同 的 曲线 坐标 xi yus， 
又 设 对 应 于 S 上 相交 二 曲线 ae，B 的 是 5 上 二 曲线 元， 和 。 设 对 应 于 
a,B 的 交点 x 是 元， 月 的 交点 下， 在 让 考虑 元， 有 的 切 向 量 。 因 在 
S，3 的 对 应 点 使 用 相同 坐标 ， 故 关于 自然 标 架 ， 切 向 量 的 分 量 仍然 
是 a1，as 以 及 61/，6，,。 今 设 S 的 线 素 为 


ds? >》 giduiadu; 
i:j 


义 设 %，B6 的 夹 角 为 ， 则 
qiaw; 
这 时 ， 如 果 gij = 和 ?gijs。 则 由 (2.3)，(2.4) 得 9 = qm， 有 即 
定理 3.1 设 二 曲面 $，S 上 存在 一 一 可 微分 对 应 ( 同 胚 对 应 )， 
对 应 点 用 相同 参数 表示 ， 如 果 线 素 ds，ds 间 成 立 
ds*=A?ds’ 


(2.4) 


则 此 对 应 为 保 角 对 应 。 
反之 ， 也 可 证 明 保 角 对 应 都 满足 这 个 条 件 。 
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例 1 由 (1.10) 可 见 ， 球 面 的 线 素 为 


ds* =as(d62+ sin28dg2) = azsin2t(( 一 < 


SN 


| 


sin b 


故 令 4 一 中 = 一 ]og 


0 
tan 了 | (C1) 
则 得 ds =a’*sin’0(du* +dv’*) 
然 若 在 欧 氏 平面 上 ,考虑 直角 坐标 zuv， 则 线 素 
d3S =d2 Ta 
故 ( 1 ) 给 出 球面 的 一 部 分 
C—Oa, CCPL2n 


) + cg: ) 


与 欧 氏 平面 的 一 部 分 
CUR2N, 一 Co<< UV< co 第 3.7 
例 2 极 射影 (stereographic projection) 
球面 
X2 十 X2 十 X2 一 YX3 (1) 
上 的 任意 后 x = (xiyxysxXs) 与 定点 n=(0,0,1) 用 直线 连接 之 ， 设 
司 平面 xs=0 的 交点 为 X=(X,,X,,0), 则 
Xl 一 3 
对 议 ， | (2) 
由 (1)，(2) 得 
y= X11 
' XItNXS+t1l’? XIi+Xit1’ X11+Xi+l 
(3) 


设 球 面 (1 ) 的 线 素 为 4s， 则 


ds2 =dx?+dx2 +dx? 
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将 (3 ) 代 入 并 计算 之 得 
ds? 2 (dX 1)° +(dX) "a 
(XI+XLETL)? 

这 时 ， 半 ，， 半 。 可 看 做 球面 上 的 曲线 坐 

标 ， 而 平面 xs =0 上 的 线 素 契 
=dXi+taX? 

故 得 ds*=(X?+ Xi+1)ds? 

到 球面 与 欧 氏 平面 的 对 应 x 一 装 是 保 角 映 

射 。 


例 3 解析 了 觅 射 (Canalytic mapping) 

设 由 =/(z) 为 复 变 数 > 的 正则 函数 〈 可 微分 国 数 )， 由 此 将 复 平 
面 内 的 z=xi +ixX。(x1，X。 为 实数 ) 上 映 到 点 Z 岂 = yi +i%s(y1， 和 i 为 
实数 ) ， 称 此 映射 为 解析 映射 。 此 喘 射 为 保 角 映射 可 证 明 如 下 。 因 
f(z) 正 则 ， 故 


= f(z)dz 
从 而 dwdwW = f(z2)f (2)dzdz 
然 因 dwdwWw=dyi?+dyi, dzd2 =dxi+dx? 
故 得 dyt1 tdy2=A(dxi+dxz) 


这 说 明 (x1,xs) 一 (y1，y2) 是 从 欧 氏 平面 到 欧 氏 平面 的 保 角 映射 。 


33 高 斯 曲率 


没 在 三 维 欧 氏 空间 里 ，x 为 多 元 函数 。 取 以 x 为 顶点 的 正 交 标 
架 2l3e@23?e3 如 于 p.47 所 述 。 今 


dx= ) We, dei= oe j (3,1) 
所 
贡 Wij= — Oji (3.2) 
又 其 结构 方程 为 
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3 3 
i=1 hei 


有 do® | =®, Nt mA ma, 
d®, = 2 A t+ 0 AV (3.3) 
d®s = Ams + ,A 0 
d@i= OBA dDa= Ou Vs da= D3 Wy (3.4) 
以 下 使 用 这 些 式 子 来 研究 曲面 的 性 质 。 
在 曲面 *=x(wi,4w) 的 各 点 的 切 平面 上 ， 取 正 交 标 架 elye:。 如 
果 关 于 变数 ul， ZL29 xz 是 C” 级 的 ， 则 可 取 ei， es。 是 C? 级 的 。 故 令 
es 一 Leliye，] 
则 es*exy*e 成 右 于 系 的 正 交 标 架 。 由 (1.12) 知 
dxX=w.el+0,e, (3.5) 
这 是 一 般 式 (3.1) 满 足 
wa。=0 (3.6) 
的 情况 . 再 根据 (3.1)，(3.2) 得 


de, = W128 ,+ WEs, 


de, = ~ W281 + W263, (3.7) 
des= — We) — WE z 
今 绕 es 轴 将 eye: 旋 转 0 角 得 eye:， 则 第 3.9 图 


@|=COstbe,+sinle,, @,= ~ Sinbe,+ cosbe, (3.8) 
反之 ， el=cosge ,一 sinbge:，e: = Sinbei+cose， (3.9) 
于 是 取 el，e:，es 为 标 架 ， 令 
Cxz=-0OIel+0,8S， 
oOei=0ie +0Oies，， de,= — 0 ,+ Wes 
des=— O06),— 08, 
将 (3.8) 代 入 之 ， 并 用 (3.5)、(3,.7)， 则 得 下 式 ， 
@, = COS0+ ow, Sin0, ,= —0,sind+w,cost 
@1s = O13COSO0 + Was SinO, ,= 一 osSinb + wcOS0 | (3.10) 


D1 = W122+d0 


总 结 上 述 讨论 得 
定理 3.2 设 在 曲面 的 切 平 面 上 、， 将 正 交 标 架 el，e， 旋转 6 角 
得 e ,，@,， 则 在 相对 分 量 间 (3.10) 成 立 。 
由 (3.10) 可 见 
AD =olI 人 oo ， uA Ds = oa 人 os (3.11) 
因此 这 些 量 是 与 切 平面 上 的 正 交 标 架 e，，e。 的 选 法 无 关 的 二 次 外 微 
分 形式 。 其 合 义 如 下 。 
设 曲 面 上 的 面 案 为 4S， 则 
dS=%,Ao0, (3.12) 
再 者 ， 设 从 原点 引出 单位 向 量 es 的 端点 所 描 球 面 ( 昌 面 的 球面 表示 》 
的 面 素 为 dc， 则 
do = ;A 0y (3.13) 
证 明 在 曲面 上 的 点 x，@,= 
(dxyei)，os = (dx, es)。 现在 取 * 
为 原点 ，e yes 为 基本 向 量 ， 则 
dx=(dxli,dxX,,dXs), 
e,=(1,0,0), e, = (0,1,)) 
DOI=dxXxl, W,=dx, 
因此 ， oo 人 os=dxiA 人 dx， (1) 
再 黄 关 于 上 述 坐 标 轴 ， 曲 面 的 方 


XxXs= f(x,X,), 


则 fx (0,0)=0, f..(0,0)=0 
故 在 此 点 的 面 素 为 
dS=v 1+f..(60,0)*+f.,.(0,0)* dx Adx, =dxi 人 dx， 
(2) 
由 (1),(2) 得 
do =oli 人 oa， 
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考生 二 和 
2 人 ie ee 


从 原点 31e;3， 在 其 端点 所 描 的 球面 上 ，e1,es 可 看 做 切 平 面 上 的 

正 交 标 染 ， 和 而且 
des = oilel + O32€, 
因此 与 (3.12) 一 样 得 
do = alA 人 ai， 

是 它 河面 素 《证 毕 

遍 斯 曲率 Cian Curvature) ”由 结构 方程 (3.3), (3.6) 得 

adoi=o 人 ol， do =ol 人 ol (3.14) 

义 出 d%3=0 知 
z 0 人 os+oyA 人 oaoa=0 (3.15) 

因为 @;，os 做 为 dui,dus 的 一 次 式 是 线性 无 关 的 ， 故 可 仿 


_ _ 了/ 
Ws3=ami+bw,, oa3=Do 十 CO， 


代入 (3.15) 得 
(b~b 0A,.=0 
故 b=6 : 
因 北 oi=aol+pos， oas=bol+cos (3.16) 


ol 人 os = (ac 一 pb2)ol 人 om， (8.17) 
其 次 ， 对 于 切 平 面 上 的 正 交 标 染 的 旋转 el ,es ,e010 
oa，oaz 的 变换 规律 是 (3.10)， 可 见 
WBs+ DD = 0 0 + O00, 
于 是 令 P= wy+ ;02 (3.18) 
即使 e ,es 绕 es 轴 旋 转 , 了 也 不 变 。 即 为 只 和 曲面 的 点 x 有关 的 量 。 
将 (3.16) 代 入 (3.18) 得 
.P=aw?: +2b%w m0,+cm? (3.19) 
将 此 式 看 做 @1,@; 的 二 次 形 ， 则 在 @1,%s 的 适 亚当 正 交 变 换 (3， 10) 下 
变 为 
P=RIOI+R.D? (3.20) 
于 三 atc=k,+hkh:, ac—-b*:=h,k, {3.21) 
Ri，R: 是 只 与 曲面 上 各 点 zx 有 闫 的 数 ， 称 为 主 曲率 (principal 
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curvature)。 人 而且 


开 =RIR， (3.22) 
称 为 商 斯 则 率 。 由 (3.12),(3.13),(3.17),(3.21),(3.22) 知 

do= KdaS (3.23) 
即 KE = da - 球面 表示 的 面 素 (3.24) 


dS 曲面 的 面 素 
再 参照 (3.4) 知 
-dos= Ko,Ao, (3.25) 

当 了 曲面 作 等 距 变 形 时 ， 虽 然 ws 不 变 ， 究 范 曲 面 变 了 形 ， 随 之 有 
一 些 数 发 生变 化 。 但 可 证 明 下 列 

定理 3.3 高 斯 曲率 玉 在 曲面 的 等 距 变 形 下 不 变 。 

证 明 ”此 定理 的 合 义 是 玉 只 与 线 素 ds 有 天。 首先 ， 在 曲面 上 取 
与 曲面 相 切 的 正 交 标 架 e;，e，， 取 单位 法 向 量 为 es， 则 

CS 一 0 十 0O2 
故 由 (3.14) 得 
doli=osA 人 oz= 一 oz 人 AN 人 op， do,= Nm 
如 果 已 知 o@i， ms， 则 由 此 二 式 可 决定 om 如 下 。 因为 e， ”: 乱 线性 
无 关 的 一 次 微分 形式 ， 故 可 令 oa = pol +doz， 故 
aoli=bpoi 人 oo ， ao =daol 人 am， 

因为 mo,，%, 已 知 ， 故 由 此 二 式 可 决定 p，9。 因 此 ，%1， 也 可 决定 下 
来 。 于 是 由 
-dous=Ko,Aw, 7 
可 求 多 。 如 前 所 述 ， 到 决定 于 曲面 上 点 的 位 置 与 标 架 的 选 法 无 关 ， 故 
知 开 只 由 as” 的 形状 决定 《证 毕 ) 。 

注 按 此 证 明 所 述 方 法 ， 可 从 ds*=@i+%z 求 出 K， 

以 下 计算 各 种 曲面 的 高 斯 曲率 。 

平面 ， 柱 面 ， 锥 面 的 高 斯 曲率 如 果 使 用 适 当 的 曲线 坐标 UsU> 
这 些 曲 面 的 线 素 可 表示 为 

ds =du* tdv’ 
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《参照 p.55) 。 故 令 
w=du, os=am 
则 dm1=0, d%@,=0 
令 oa= p® +gw，， 则 得 p=0,g=0,@1=0， 故 由 (3.25) 得 
K=0 
其 平面， 柱 面 ， 锥 面 的 高 斯 曲率 是 0 。 
回转 面 的 高 斯 曲率 ” 取 直 角 华 标 
《X19X2，Xs3)。 设 xX1X3 平面 内 的 曲线 
的 方程 为 
xX1=9g(0), Xx».=0, xs=f(0) 
式 中 5 为 曲线 的 长 。 将 此 曲线 绕 xi 
轴 旋 转 而 成 曲面 可 用 o 以 及 绕 x， 轴 
的 回转 角 6 表示 为 
x1=g(0), xs=f/(0)cos0, x;,=f(0)sind 
这 时 ， 线 素 是 
ds”*=dx?+dx2+dx? 
=dg*+(dfcos0 — rsnbab)2 + (dfsin6 ~ fcos9q0)? 
因 o 为 弧 长 ， 故 do” =qdf*+dg”，。 即 


第 3 .11 图 


f/f’'(0)*+g(0)*=1 (3.26) 
故 ds*=do*+ fd9’ (3.27) 
于 是 令 w=do, @,= db 
则 do1=0, dow,=dfAda8=f’doA\ dd 


再 令 oi= pdo +qqde, 则 由 co,= 一 osA 人 oocdaoy =oaoi 人 ob 得 
0= 一 oO 人 ou= -abA(Cpadc+aadb) = 一 pdbA 人 dc 
Fadc 人 dd =olA 人 os=dcACbdac+ad0)=adcoA 人 dad6 


故 p=0, gq=f’ 

因此 w= jd 

由 此 可 见 doas=djFA 人 d8= 关 dcA 人 di 
由 (3.25) 得 


-frdoAde= KdoA fd 
从 而 K=- (3.28) 
注 总 之 ， 当 线索 为 (3,27) 时 ， 高 斯 曲率 就 具有 这 样 形状 ，。 
以 下 举 这 样 例子 。 
(1) 圆 的 回转 面 
XIXs 平面 上 的 圆 


x?+(xa— bb) =a” 


X= aCcoOsy, 
xXs=asin9+6 > 
do=adgq < » 
将 此 圆 绕 x， 轴 回转 之 而 得 中 ” 可 
曲面 的 线 素 是 
ds* = ac- 
+ (asinqg +6)"dO0° 


元 f=asin9+b， 由 (3.28) 
得 


alasin Pm +6) 第 3.12 图 
特别 当 6=0 时 ， 此 曲面 为 球面 ， 
K= 


学 


UU 
又 当 pa 时 ， 此 曲面 为 圆 环 面 (torus)。 
《2) 高 斯 曲率 一 定 的 回转 面 
这 是 在 (3.28) 里 天 是 一 定 的 情况 。 这 时 要 求 的 是 1f(o),g(o) 以 决 
定 曲 面 的 形状 。 将 天 分 为 0， 正 ， 负 的 情况 讨论 之 。 
(TI) 当天 =0 时 
从 (3.28) 可 见 
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=ao+6 (cy p 常数 ) 
去 掉 附 加 第 数 2 考虑 ，Ga 并 无 本 质 上 的 变化 ， 故 令 5=0 进行 处 理 。 
于 是 
as =aac:2 +a’o’q0? 
出 (3.26) 知 
0 +g’*=1 
由 此 可 得 9= 士 1-azc+c 
因此 ，xixa 平面 上 的 线 x | = f(0)， xs = 9(0) 是 直线 ， 原 来 的 曲面 是 
平面 ， 正 圆 柱 面 ， 正 圆锥 面 之 一 。 
(I) 当天 >0 时 令 久 =c2， 由 (3.28) 得 
f=EkSIiN(co+ 0b) 
因 取 附加 常数 5 为 0 也 行 ， 故 
三 =RSinca 
从 (3.26) 得 
(Rc) cos:ca+g :=1, 
g= | i- 0heooseo) do 
这 是 椭圆 积分 ， 除 了 Rc = 土 1 的 情况 
外 ， 不 能 用 初等 轴 数 表达 。 这 时 的 图 
形 如 右 图 所 示 。 只 有 当 k= +1 时 得 
9g=ksinco+a (a 为 常数 )， 
Xi1=f(0),xs=g(0) 是 贺 ， 曲 面 为 球 
面 。 
〈 亚 ) 当 六 一 0 时 
令 开 = -c*， 从 (3.28) 得 
f=Ae ”+Be 


te < 


第 3.13 图 


运用 由 cosht = 3(e!+e-!) 


sin ht = -3(e! —e™!) 
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定义 的 双 井 函数 cosht, sinht， 则 
(1) 当 4，B 同 符号 时 ,f= 
kcoshlco+a) 
(2) 当 A4，B 异 符号 时 ，f= 
RSINh(co +a) 
(3) 当 记 =0 时 ， f=Ae” 
(4) 当 A=0 时 ， f=Be® 
将 = 移动 常数 ， 则 当 (1) 时 
=Rcoshca 
由 (3.,26) 得 第 3.14 图 


g- | I- do 
即 在 xixs 平面 上 的 曲线 为 
xi=hcoshco, xs= | iI- esinkeoy do 
同 理 ， 当 (2) 时 
x, = Rsinhca， “= | TRocoshoo)r do 


根据 情况 把 c 看 做 正 或 负 ， 则 (3),《4) 可 变 为 (3) 的 情况 。 因 此 只 
考虑 (3) 即 可 ， 当 f= Ae” 时 ， 


go=| 二 天 do=|aaedo 
令 /= de 为 -> sint 适当 地 移动 二 


则 x, = 工 siny， 
Cc 


Xs = (log|tant| 十 cost) 


第 3.15 图 
此 方程 表示 的 曲线 如 右 图 所 示 ， 于 此 曲线 上 任意 点 已 引 切 线 , 设 与 x， 
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轴 的 交点 为 和 从， 可 证 总 是 _P7 = 加 . 称 此 曲线 为 破 物 线 (tractrix). 


$34 曲面 的 展开 


一 般 地 说 ， 将 曲面 展开 在 平面 上 是 不 可 能 的 ， 但 是 要 想 沿 曲 面 上 
的 曲线 将 切 平面 展开 在 平面 上 是 可 以 作 得 到 的 ， 象 下 边 这 样 作 即 可 。 
设 曲面 9 上 的 曲线 为 ce， 将 此 S 在 平面 a 上 滚动 使 得 切 点 总 是 c 的 
点 ， 则 切 平 面 依次 重 迭 在 xc 上 ， 曲 线 c 以 & 上 的 曲线 出 现 。 以 下 将 此 
事实 公式 化 。 
在 曲线 c 的 点 xY， 取 es 为 法 向量 的 正 交 标 染 eliyez*es， 风 
dxX=w.e,+0,e, 
夏 点 x+dx 可 看 做 在 x 处 的 切 平面 
上 ， 有 而 且 
de, = 0129, + Wes [AL 
de,= — We + We > of 
现在 考虑 de,，de, 在 x 处 的 切 平面 
Y 上 的 正 射 影 ,分 别 为 opey，- Olel， 
而 在 点 x+dx 处 的 切 平面 上 的 向 量 CC 全 
e:+de,,，e,+de, 同 平 面 Y 上 正身 
el 十 oliez，ea 一 ob?1 为 轴 的 标 染 。 
这 可 以 这 样 看 ， 把 x+ dx 处 的 切 平 和 
面 落 在 Y .上 。 这 时 ， 此 标 架 的 变化 在 Y 上 是 
ax=oOoiel+ore，， adel=ae， dé,= ~ We 
由 此 想法 出 发 ， 定 义 曲 线 c 在 平面 上 的 展开 如 下 。 
用 参数 t 表示 曲线 c。 因 @;,@;,@s 是 41(t)，4;(t) 的 一 次 微分 
形式 ， 故 得 


oO,=adt, Ww,=a,dt, w= Andt 


(a1,0;,01 为 了 的 函数 ) 。: 于 是 设 pj7 7。 为 未 知 的 二 维 向 量 ， 求 
微分 方程 
dp= (ol,+a,d, dt, dl,=avl,dt, dl,= -oul dt 
在 初始 条 件 
当 1=to 时 ,p=a, 1,=c,, 1,=¢, 
下 的 解 。 共 中 设 
(ciycji) = Di 
这 时 可 证 ， 解 向 量 4 =7 (5D，7: = 了 ,(1) 满足 
(1) = (i,7=1,2) 
即 下 列 51 理 成 立 。 
引 理 当 ay= 一 Qi (1,7=1,2) 是 1 的 Ci 级 遂 数 时 ， 考虑 向 量 
4，7: 的 微分 方程 


ph 一 》， ojj7; (i,7=]1,2) ‘(4.1) 
:i 
当 t=t。 时 满足 
(N= 0, (1,7=1,2) ， 《4.2) 
的 解 ， 则 此 关系 式 对 于 任意 的 t 成 立 。 
证 明 令 
mi; = (41;,4,) 一 站 (1) 
则 由 (4.,1) 得 
d mii — dal; . dl, 
中 (人 , 坟 ) 
一 (dod ,1;) + (L;, 2 93 ;) 
和 | 
= 2 alli, 1;)+ > onl;, 1,) z 
kh h 
大 由 《1 ) 可 见 
= Dom mm; + O06) + 20isCmis + dig) 
R 
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二 
ev 2 


= Qome 十 Qi 十 》)， iT 计 十 Oji 
上 天 
因为 Ci 二 一 is 故 
2 一 = ,Qinmey 十 2 
有 


然 因 当 {=o 时 ， mi;; = 0， 故 对 于 任意 的 此 微分 方程 的 解 m;; = 0。 
司 ] (Cd, 8) =6ii (证 毕 ) . 
注 在 三 维 以 上 的 情况 ， 此 引 理 包括 其 证 明 照 样 成 立 。 


定理 3.4 二 QsQ29Q42 为 1 的 Ci 级 函数 ， 考虑 以 p,l,,1i, 为 


未 知 向 量 的 微分 方程 
a I 
Mp -ai 7 +a,l,, -= al,, 9 =—al, (4 3) 
泊 =f, 时 ， p=a, l=e', 1,=c, (4.4) 
但 | (Ci,€ 1) = 0;; (1,j= 1,2) 


下 求 到 的 解 而 得 以 p= p(t) 为 项 点 的 标 架 1,=1,(t)，4,=14,(t). 
这 时 ， 

(i) 标 架 p, ,1 是正 交 标 
架 。 

(ii) 以 (4.4) 为 初始 条 件 的 解 
而 成 正 交 标 架 之 集 p(1) ,1 ,(1),1,(t) 
与 以 其 它 正 交 标 架 @ ,C1,C; 为 初始 条 
件 的 正 交 标 架 之 集 P(t) ,7)(t) ,7,0) 
合同 . 
证 明 (i) 由 引 理 显然 。 第 3.17 

(ii ) 可 证 明 如 下 。 考 虑 以 (4.4) 为 初始 条 件 的 解 ， 设 位 移 此 解 
使 正 交 标 架 a,c1,c| 与 正 交 标 架 4 ,C1,6C， 和 迭 合 而 得 的 正 交 标 架 之 集 
为 万 ,7 ，7， 因 为 它们 与 py,7 7， 合同， 故 
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因此 ，P ,1,7, 是 (4,3) 以 @,5 1,5, 为 初始 条 件 的 解 〈 证 毕 ) 。 

由 定理 3. 和 4 可见， 沿 曲面 上 的 曲线 c: = 苔 (人 (=1， 2) 的 解 p= 
PP(1 ,=1,(1),1,=1,(t) 可 看 做 ， 将 切 平面 上 的 标 染 依次 光 在 同一 
平面 上 ，、 这 是 曲面 沿 曲 线 c 在 平面 上 的 展开 (development). 表 由 定 
理 3.4 (ii) 知 ， 即 使 更 换 初 始 条 件 ， 这 种 展开 图 形 全 是 合同 的 。 

现在 在 切 平 面 上 将 正 交 标 架 elye* 旋转 4 角 得 标 架 eliy* ex， 对 由 
(3.10) 知 

dX.EeE tome,,de) 06, +0sesy qde， ~ — WE + Ose, 
其 中 ， 
oO,=olcosgo+ovsinb，o:= 一 olsnb+oaozcosg 
ol = Ws + dO 
考虑 这 种 新 标 架 x，ei，e， 沿 时 线 c 展开 在 平面 上 向 得 的 标 架 之 集 


em 


万 ， 7 ，， 1,. 这 是 


dp = (&l, 十 &,1,)dt, af, = ul ,di, 


dZ，, = — Gul dt (4.5) 
的 解 。 式 中 
Xi =aicosl+asint， G，= 一 xlSinb+aycost， 
8 
21 二 Ci: 十 sr 


然而 ， 用 (4.3) 的 解 p,7 ,7。， 作 出 
p=p, T=1 ,cosd +1, sinb, 1i, = —1, sin9+1,cos0, 

易 见 ， 这 些 满足 (4.5)。 即 : 
在 切 平面 上 将 标 架 旋转 8 角 ， 则 在 展开 里 ， 标 架 也 旋转 6 角 。 
在 曲面 的 切 平面 上 选取 标 架 e1,e,， 由 此 决定 相对 分 量 ojyo:， 

%1z。 将 此 曲面 沿 其 上 曲线 展开 在 平面 上 , 则 此 展开 决定 于 此 olyo:， 
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ht ey 四 _ 
“tap es eee se Mie 


wwz。 然 如 pp.63 所 述 ， 当 给 定 olyos 时 ， 则 ol 由 
d®|= RAV d® ,= 2,AN 1 
而 定 。 青 根据 前 页 所 述 ， 即 使 将 标 架 从 elye* 变 为 eli，e*， 但 展开 
本 质 上 一 样 。 由 此 可 见 ， 
曲面 的 展开 只 由 线 素 ds 与 曲线 而 定 。 
以 让 举 展开 之 例 ， 
例 球面 的 展开 
使 用 球 坐 标 “a, 6, q)， 则 半径 为 a 的 球面 上 的 线 素 ds 可 写 做 
(参照 p.53) 
ds =a:(d0: + sin’qdqp’). 
对 于 球面 上 的 点 x， 令 
1 ox 1 ox 


er eg a 
在 这 种 异 况 下 令 
oli=adl，os=asinbde 

于 是 设 oa = pd9+ qdq， 则 

从 dol=-osA 人 ao 得 0=asin6e*pd0Adq, p=0 

从 dos*=ol 人 oua 得 acos0d4A dq=agd0Adq, 9g= cos 
即 oi = CoSsbd oq 
现在 沿 此 球面 上 的 小 贺 

= (一定) ， 
I=0, w,=asinadm, 1 = COSadq 

令 cos a =c，sin&g=s， 则 展开 式 变 为 


.92 =asl, 
dl, oe i ay ， 
dd cl 


在 初始 条 件 9=0 时 ，P=0，7,， =7400，7，。=YZ504 下 解 之 得 
《= coscpe T+ sincpe TL) 


ee re rp ee ep a 


了 = 一 Sinc 中 yo) + coscpe 0) 


好 号 
Cc 


+ Sinc 中 ,7 (0) ) 
这 表示 沿 小 圆 8=a 的 展开 ， 点 Pp 描 


出 半径 入 (=atana) 的 加 。 这 个 圆 


也 可 按 下 法 得 到 。 沿 此 小 圆 考 虑 与 球 
面相 切 的 正 圆 锥 面 ， 将 此 正 圆 锥 面 展 
开 在 平面 二， 由 此 小 圆 而 每 曲线 便 


p= (~ (1~— coscq)fl, 69 


06=_ T 

X 2 
是 大 阅 ， 这 时 c= 0， S=1, 故 得 
7 = ,1,=1{") ,p=apl{" 


基 大 圆 的 展开 是 直线 ，。 第 3.18 图 


35 向 量 的 共 变 微 分 与 测 地 线 


假设 在 有 曲面 上 每 个 点 x 各 有 一 切 向 量 z， 在 此 点 的 切 平面 上 取 正 
交 标 架 el，ez， 设 关于 此 标 架 ，” 的 分 量 为 v1，v，， 则 
D 一 Viei+zrey (5.1) 
其 中 设 v1，v，, 关于 曲线 坐标 41，ws 是 C! 级 , 今 取 vv 的 微分 得 
dv=dve, t+vuide, +dv,e, +v,de, 
将 (3.8) 代 入 之 得 
dv=(dv,~ Wns)ert+ (dv t+ Onvi)es + (vO + UD)es 
将 此 辐 量 正身 影 在 x 处 的 切 平面 上 得 
Dv= (dv ~ uv2)e, t (dvs + WU)es 
于 是 令 
Dvui=dvj~OwUss Du, = dv;, + Wnv) 《5.2) 


称 此 二 最为 问 量 = (oilyzs) 沿 此 曲面 的 绝对 微分 (absolute differ- 
ential) 或 共 变 微 分 (covariant differential)。 

测 地 线 (geodesic〉 沿 曲 面 S 上 的 有 曲线 x =x(t1) 将 此 曲线 展开 在 
和 平面 上 ， 和 劣 感 由 此 而 得 曲线 p= p(t1)。 沿 此 曲线 设 


oOi=aiadf os=casdt， on= aidf 


则 在 平面 上 
P01 tasd,, 2 = ol,, = nd, (5.3) 
此 线 p= p(t) 为 直线 的 条 件 是 切 问 量 
0= -9P = au7i+as7， 
1 d 
锁 忆 7 1 月 ol tad,)=0 


运用 (5.3) 计 算 之 得 
-mucaje， (0 + aai je 一 用 
参照 (5.2) 可 见 ， 沿 曲线 得 
Da, = 0， Da, = 10。 


即 得 下 列 

定理 3.5 将 曲面 上 的 有 曲线 展开 在 平面 上 ， 则 沿 紫 曲 线 ， 切 向 量 
的 共 变 微分 为 0 等 价 于 此 曲线 的 展开 为 直线 。 

一 般 地 说 ， 曲 面 上 的 曲线 展开 在 平面 上 成 直线 时 ， 称 此 曲线 为 测 
好 线 。 由 p.73 的 例 可 见 ， 在 球 画 上 大 风 为 测 地 线 。 

在 柱 面 与 锥 面 上 。 连 结 PE 全 < 长度 最 得 者 展开 在 平面 
上 变 为 直线 。 些 外 ， 球 面 上 的 大 圆 有 下 列 性 质 。 

(1) 党 大 圆 展开 之 变 为 直线 〈 即 测 地 线 ) 。 

(2) 将 球面 上 二 点 4，B， 在 球面 上 连结 之 而 得 曲线 中 最 短 者 为 
大 加 的 劣 绝 。 

(1 ) 已 于 上 面 讨论 过 ， 至 于 (2 )， 因 线索 为 


ri Te re EE ,I “Ee + ,or” 


ds2=as(abg2 + sin’:0doq:) 
通过 以 下 订 论 可 见 ， 
选 和 坐标 轴 使 大 圆 为 9= 09 ， 其 上 两 
a 0 
连结 此 二 点 的 另 一 曲线 为 = /(8)、 其 长 
工 为 


8, 
>|, ad8 =a(0,—-0,) 


a《0, 一 9,) 为 连结 此 二 点 的 大 圆 弧 长 ， 而 且 只 有 (86) = 0 即 大 圆 时 等 
号 才 成 立 。 

一 般 地 说 ， 在 曲面 上 的 一 曲线 下 列 二 性 质 等 价 。 

1 

(2) 连结 此 线 上 任意 邻近 两 点 的 各 种 曲线 之 中 ， 此 线 的 弧 长 最 
短 。 

关于 这 个 性 质 以 后 在 一 般 的 黎 曼 空间 中 证 明 。 

测 地 曲率 (geodesic curvature) 沿 曲面 3$ 上 的 曲线 c 展开 在 
平面 上 ， 由 (5.3) 可 见 ， 

(dp,dp)= (adtl, +adtl,, aidtl, +a,.dt1,) 
= (QCdt)* + (a.dt)* = +wl=ds’ 
即 设 将 c 展开 而 得 曲线 为 c“， 则 在 c 与 c* 上 对 应 的 强 长 相等 ， 
设 c 的 又 长 为 s， 在 c 上 各 点 处 的 单 


LN 位 切 向 量 取 做 e;， 选 正 交 标 架 ， 则 (5.3) 
中 =0。 散 得 
? ®? -9 一 1， -2 一 =oiy > (5.4) 
Dak/h ”ou 为 展开 曲线 cf 的 曲率 。 称 之 为 S 
" 上 曲线 在 对 应 点 的 测 地 曲率 . 
第 3.20 图 测 地 线 是 测 地 曲率 为 0 的 曲线 。 
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36 高 斯 "前 尼 定 理 


在 球面 上 取 不 在 一 个 大 图 上 的 三 点 4 了, C， 并 以 大 圆 的 劣 弧 连 
结 之 ， 则 将 球面 分 为 两 部 分 。 其 中 小 者 是 球面 三 角形 4BC。 设 其 三 
角 为 4， B， C， 如 有 所 周知 ， 


A+B+C=x+- > 


z r” 
式 中 > 为 球面 的 半径 ，.9 为 球面 三 角形 的 面 
积 。 即 球面 三 角形 的 内 角 之 和 不 是 180 ， 比 它 
要 大 -部 。 在 更 一 般 的 曲面 上 论证 此 性 质 者 是 z 
高 斯 崩 尼 定理 . 和 
在 则 面 约 切 平 面 上 取 正 交 标 架 ej，ey， 则 线索 可 写 做 
ds “= 二 OO 
还 有 doi=oA 人 oa do,=ol 八 01 
don= -天 ol 人 o， 
再 取 @,， e, 使 得 


e, 一 CoSge ， 十 sin de,, 


e@,= - sinte,+ coste, 
考虑 相对 应 的 @1，@,，,@1，。 则 如 
(3.10) 所 述 
@1s= Ws+d (6,1) 

今 在 一 平面 上 有 半径 1 的 贺 卫 ， 
考虑 它 在 曲面 上 的 C?* 级 同 及 映射 。 
设 此 域 为 D， 边 界 为 ce。 与 贺 焉 有 相 
同 贺 心 ， 作 半径 为 r+ (0 二 r 专 1) 的 圆 
Em Ir,， 将 这 些 圆 的 切线 按 上 述 同 胚 映射 
第 3.22 图 变 到 刀 上 ， 则 得 向 量 场 在 了 的 圆心 O 
的 象 44 处 有 琳 点 。 这 样 得 到 的 单位 向 量 场 取 做 @ ,， 考 虚 由 (6.1) 决 定 


人 


pp 
i Pi 


的 1 
设 从 妃 去 掉 圆 T。 的 象 cs 的 内 部 而 得 的 域 为 D:， 将 格林 定理 
(p.23) 运用 在 此 域 上 得 


由 (3.25) 知 do = ~KKdS， 故 


中 sa- -_ 中 Kas (6.3) 
又 因 @ 为 ec 的 切线 ， 故 由 (5.4) 知 ou 为 
Wi; = Rds 


式 中 ds 为 曲线 c 的 弧 长 的 微分 ，k 为 曲线 c 的 测 地 曲率 (参照 p. 
75)。 和 再 由 (6.1) 得 


| 12 = | C12 十 | cb (6 .4) 


今 8 一 0， 因 cs 收缩 于 一 点 ， 故 ]. oOi->0。 尺 知 


ad8—»2n 


Cs 


将 (6.3)，(6.4) 代 入 (6.2)， 并 令 E->?。 则 


-|| KdS = | kds — 2n 
D e 


|| ,Kas =2"- | kds 6.5) 


这 是 c 为 光 背 曲线 情况 下 的 高 斯 崩 尼 (Gauss-Bonnet) 定 理 。 

其 次 ， 在 平面 上 取 凸 多 角形 cigs…9n 代 兰 圆 ， 以 BB 记 之 ， 设 
它 在 曲面 内 的 同 胚 映射 为 PipP2''Pr, 设 此 域 为 D， 边界 为 c， 考 虑 
c 的 切线 ,这 时 在 p1,Ps，…, pn 处 的 切线 不 确定 。 这 时 在 各 顶点 pi; 补 
充 上 从 曲线 弧 pi-1p: 的 切线 向 曲线 弧 pipit 1 的 切线 旋转 的 所 有 单位 
向 量 如 图 所 示 。 在 这 种 情况 下 ， 在 忆 中 也 能 作 红 向 量 场 ， 它 在 局 中 有 
奇 点 ， 在 c 上 是 切线 ， bliypba tp 为 其 柯 点 。 


现在 考虑 8 与 单位 圆周 工 的 直 积 已 x 工 ， 
则 B 的 坐标 ui，ws 与 了 的 坐标 9(0<0 过 2 
的 组 合 wl，u,。，9 可 看 做 直 积 中 的 华 标 。 在 此 
三 维 空间 BxL 中 ， 如 上 所 作 有 奇 点 的 向 量 场 
作成 二 维 子 集 。 在 c 的 各 顶点 p;， 向 量 是 由 

《Wi，td2，0) (wi,Us 为 固定 点 p; 的 坐标 ) 表示 
的 线段 和 8 过 pi+ 有 Bi。 其 中 8; 是 在 点 p; 向 两 
边 引 的 切线 所 成 的 角 ， 即 由 曲线 弧 而 成 % 角形 
的 外 角 ， 设 内 角 为 ci。， 则 
有 ;= 工 一 Qi (6.6) 

如 果 使 用 点 4 的 坐标 ol，a， 与 0 所 和 <2x 
的 0 和， 则 在 妈 的 同 量 全 体 是 由 (a,,a2,0) 表 不 
的 线段 ， 于 是 在 对 应 于 此 向 量 场 的 x 工 而 成 的 面 上 考虑 而 ,= on+ 
db， 运 用 格林 定理 则 得 


Jfa5; 二 到 | @l2z 十 >》 ,B; ~ 2n 


故 -||gas= 工 | kds + > 有 一 2x 
运用 (6.6) 得 
定理 3.6 || Kas- Dj mi (n—2)7— 工 | Rkds (6.7) 
1 i "os 


这 是 高 斯 。 崩 尼 定理 的 扩充 。 
特别 当 各 ci 全 是 测 地 线 时 =0， 则 


| gas= Sa -2)x (6.8) 
当 #=3 时 


中 KdS=a,tQa,.+as—7n (6.9) 
D z 


. re pa re pe rp rt hi Te ee rt 
ea RRR 


在 半径 + 的 球面 上 ， 因 到 = -全 -， 故 得 


'S 


-2 


这 是 球面 三 角形 的 内 角 和 公式 。 
到 目前 为 止 考 虑 了 曲面 上 的 域 ， 以 下 考虑 把 这 样 几 个 域 贴 在 一 起 
而 得 的 曲面 WM。 这 时 ， 设 昌 面 有 表 有 里 〈 即 可 定向 ) ， 久 设 在 贴 合 处 
是 光 浊 的 (于 些 处 无 昭 氢 述 些 性质 的 正确 说 法 。 铭 问 其 详 请 见 p.106) 
今 设 曲面 9 是 上 述 了 上 个 小 域 41,，4,,…, 人 A; 经 贴 合 而 成 的 ， 而 
且 各 4; 是 证 明 (6.9) 时 出 现 的 由 曲线 弧 而 成 的 三 角形 DD。 于 是 


中 Kds=aitastas-s- | nds -| rds -| kds 
了 ; rl Ty rs 


式 中 T,,T,,T。 是 4 的 三 边 。 
关于 所 有 的 4:， 相 加 此 式 ， 则 相 邻 边 上 的 |hds 相抵 消 ， 再 设 这 

此 三 角形 的 顶点 数 为 v， 则 
| ,Kas =2xv—xf (6.10) 


f 个 三 角形 的 边 数 共有 3 个 ， 
这 个 数目 把 边 数 各 算 过 两 次 ， 故 


3f =2e 
于 是 
2n7(.v—-et+f)=7(2v -2e+27) 
= xX(2v— ff) 


一 般 地 说 ， 将 民 剂 分 成 三 角形 ， 设 
v 三 顶点 数 ，e = 边 数 ，f = 三 角形 数 ， 
人 们 知道 X=v-etf 
是 与 剖 分 无 关 的 数 。 称 此 数 为 欧 拉 。， 上 庞 加 莱 示 性 数 。 玫 (6.10) 变 为 


ope 
HT hi ee 


定理 3.7 
[| Kes=32mx (6.11) 


此 式 也 称 为 高 斯 ， 贿 尼 定 理 。 如 所 周知 ， 象 圆 环 面 状 的 井 面 X= 0, 故 
对 于 这 样 的 曲面 总 是 JJ .gas -0, 


$7 非 欧 平面 


以 前 ， 如 果 在 曲面 上 使 用 曲线 坐 标 19 829 则 线 素 ds 可 用 
qs2 = >》 ， Qijd udu; (7.1) 


infj=i,2 
表示 ， 通 过 它 讨论 了 曲面 的 各 种 性 质 。 若 是 抛弃 曲面 这 个 具体 形象 ， 
抽象 地 讨论 这 些 性 质 ， 就 是 二 维 黎 曼 空间 。 


MM 中 的 弧 长 的 微分 ds 由 (7.1) 给 定 ， 它 是 dui，adus 的 二 次 形式 并 且 
是 正定 的 。 这 样 的 点 (uj ,4s) 的 集 M 称 为 二 维 获 曙 空间。 当然 ， 这 是 
局 部 东西 ， 整 体 黎 曼 几 何 容 后 详 述 。 
在 这 种 情况 下 ， 适 当选 择 dui，cdu， 的 线性 组 合 m1,%, 可 使 
ds* 一 ai 十 02， 
和 曲面 的 情况 全 完 一 样 ， 再 通过 do = -o: 人 ou，dos=oi 人 ol 决 
定 ol， 从 
一 dop= 天 oO 人 ao， 
决定 入。 称 此 天 为 二 维 黎 曼 空间 的 曲率 ， 而 沿 此 黎 曼 空间 中 的 曲线 
U1 二 Ui(t)，us 一 W(t) 展开 在 平面 上 ， 形 式 上 也 和 曲 窗 的 情况 相同 . 
但 是, 有 和 了 曲 画 的 情况 不 同 的 ,在 这 里 考虑 的 黎 曼 空间 里 尚未 决定 
切 平面 这 种 概念 . 因此 ,即使 谈论 展开 并 没有 具体 的 几何 意义 . 在 本 书 
时 ,从 现在 开始 ,对 n 维 歼 曼 空间 按 自 然 的 方式 定义 相当 于 切 平面 的 切 
空间 ,设法 推广 在 曲面 论 里 讨论 的 诸 种 概念 ,运用 这 些 再 作 各 种 研究 。 
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在 这 里 即使 不 用 切 平 面 这 样 概 念 ， 只 通过 (7.1) 就 可 探索 到 的 二 
维 黎 曼 空间 的 性 质 ， 以 著名 的 非 欧 平面 为 例 进 行 考察 。 
伪 球 (pseudo-sphere) 在 空间 里 ， 考 虑 关于 笛 卡 儿 坐 标 (x1， 
X29X3) 由 
cl(x?+x3)+xs=] {7.2) 
(c 为 非 零 常数 ) 
表示 的 曲面 。 这 个 曲面 
当 c 盖 ) 时， 是 了 问 转 椭 球 面 
当 c<<0 时 ， 是 回转 双 时 双 了 曲面 
特别 当 c=1 时 ， 是 球面 。 一 般 地 由 
(7.2) 表 示 的 曲面 称 为 伪 球 . 
现在 使 用 同 量 符号 ， 设 
X= (X19X29 X33) 了 = 人 yy19y2933)9 
定义 Cx，?3) 为 


SAX，J>=X1i31 十 X2ya 十 sy 
则 《7.2) 可 写 为 


Cx,x)= 上 (7.3) 
C 
于 是 考虑 在 线性 变换 
3 
一 >》 ， 轧 iiX 1 (7?=1,2,3) (7.4) 
j=1 
下 ,将 x= (x1,Xss，Xs) 变 为 了 =(yiy* yi ys) 的 映射 中 使 
《XxX, xX) = (yy (7.5) 


者 。 若 c=1， 则 (7.4) 为 正 交 变换 ，( pi;) 作成 的 行列 式 det(pi;)= 
土 1， 但 一 般 情 况 也 是 det(p;;) = 土 1。 设 这 样 的 线性 变换 为 已 ， 它 的 
全 体 为 G， 则 GG 成 为 变换 群 。 即 

(1) GG 包含 恒 等 变换 . 

(2) 若 变 换 书 属于 CG， 则 其 逆 变 换 也 属于 C。 

《3) 涯 变换 已 ，Q 属 于 G， 则 其 复合 PQ 也 属于 C， 


又 在 GG 中 ，det(pi) =1 的 变换 也 成 群 。 以 Ge。 记 之 。 
变换 群 G 将 伪 球 (7.3) 变 为 它 自 己 。 和 而 且 ， 叉 能 证 明 
定理 3.8 变换 群 科 将 伪 球 的 任意 点 变 为 任意 点 。 
证 明 先 证 明 任 意 点 &= (alyaz as) 变 为 e= (0,0,1)。 首 先是 
Y1=X:C0S0— x,sinb, ys = x1Sin0+ x, coOs0, Ys=Xs 
(7.6) 
满足 yi + y2=xi+x3， 若 得 Cy,y> =《x,x〉,， 因此 这 个 变换 属于 GG.， 
在 此 变换 下 ， 可 将 曲面 上 的 任意 点 a = (a1,as,as) 变 为 (6,0,as)。 
其 次 ， 设 c 汪 9，v c = 上 则 在 
Yi=XiCOSa— Rk i'xsSing 
yy2 一 X2 (7.7) 
ys=Rk(xiSing+k- x, cosa) z 


1 
下 ,yi+ y= i+ - 人 


再 设 c<0，w 一 c =R， 则 在 
yi1=XiCOSho+ hk lx, Sinha 
》2 =X, (7.8) 
ys =k(xiSsSinhoat+ kx, cosha) 
下 ， 仍 然 《x ,x》 = 《y,y》。 
在 变换 (7.7),(7.8) 下 ， 可 将 点 (6， 0,as) 变 为 (0,0， 士 1)。 
最 后 ， 在 CG 的 变换 
1 二 Xi V2X2s 3 三 一 3 


下 ，(0,0， ~- 1) 变 为 (0,0,1)。 


再 者 ， 将 任意 点 a 变 为 任意 点 8 的 G 的 变换 ， 可 通过 将 a 变 为 
点 e= (0,0,1) 的 变换 P, 以 及 将 55 变 放 e 的 变换 已 ， 作 出 P,7!P。 即 


得 〈 证 毕 ) 。 


注 1 只 考虑 曲面 (7,2) 的 xs 盖 0 那 部 分 时 ， Go 将 任意 点 变 为 任 


注 2 (7.7)，(7.8) 是 保持 点 e= (0,0,1) 不 变 ， 将 伪 球 变 为 自 
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己 的 变换 。 在 此 变换 下 ， 在 点 e 的 任意 方向 变 为 任意 方向 。 
在 伪 球 上 ， 与 以 前 的 欧 氏 空间 不 同 ， 决 定 曲线 长 的 线 素 ds 由 


ds* dx 了 + dx Cdx,dx) (7 .9) 
给 定时 ， 在 变换 (7.4) 下 ， 此 线 趾 不 变 。 即 
dy3+dy + -dy3=cxi+dx2 dx 
C 


原因 是 ， 因 pij 是 常数 ， 变 换 (7.4)(xi,xzyX3) 一 (yy1，y2，9Y3) 与 
变换 (dxisdxssdxs)—>(d v1s,dy,.sd ys) 服从 相 闻 的 规律 。 故 得 下 列 
定理 3.9 设 伪 球 的 线 素 为 《7.9)， 则 变换 群 G 是 伪 球 的 等 距 变 
非 哆 平面 (non~euclidean plane) 今 考虑 伪 球 (7.2) 的 xs 盖 0 
那 部 分 ， 记 以 S。 设 S$ 上 的 点 x 与 原 | 
太 的 连结 直线 和 平面 xs= 1 的 交点 为 A 


=(X,,X,,1), 则 ] I x 
入 
A XA 7 
Xt X2 Xs 


以 及 第 3.26 图 


由 此 得 
Xi1sXa 及 19 Xa=Xs 上 29 
xs = (1+c(XI+tXE)) 
今 p=1+tc(X1i+Xi), 用 1,， 表示 (7.9) 的 ds” 则 得 


(7.10) 


2 
dsz = dx?+dx? 二 = Sdx?+ dx 


i=1 


= (dxsXi+xsdX;)*: + dx 


下 


-pdx + 2xXadxs 2 Xid Xit+x3 dX 
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pb 
故 ds = dX1+tdXi+tc( XdX,. -XdXi) 
(J]+c(X:+ X22))’ 

今后 称 平面 xs = 1 为 平面 ac， 在 & 上 的 点 天 =(X9 Xi) 给 定 
黎 曼 度量 (7.11)。 方 才 是 在 c 关 0 的 假设 下 讨论 的 ， 如 果 在 (7.11) 里 
令 c=0， 则 得 普通 的 欧 氏 度量 

ads2 =dX?+dXi. 

以 下 分 为 c 盖 0，c<<0 两 种 情况 考虑 。 在 这 里 处 理 c=1，c= -1 两 种 
情况 。 其 实 ， 本 质 的 性 质 在 这 两 种 情况 下 也 就 讨论 无 遗 了 。 

c=1 的 情况 。 这 时 ， 在 点 对 应 x = (xi， 
X29X3) 一 慌 = (1, 义 ,,1) 下 ， 半 球面 

X?7 十 Xy 十 X4=1 Xxs>) 
与 平面 a 成 一 一 对 应 ， 但 育 稍 许 不 合 送 的 地 
方 。 问题 就 是 ， 在 群 G 的 变换 〈 现 在 是 绕 原 部 第 3.27 加 
的 回转 ) 中 ， 考 虑 将 e= (CC,1) 变 为 点 (10,0) 者 ， 则 在 平面 a 上 ， 
:=0， 具 zz=10 的 点 (0,0 就 没有 去 处 了 。 于 是 ， 给 平面 a 添上 球面 
上 xs=0 的 点 中 满足 
xz 十 Xz=]， Xa 一 0， Yo 
的 点 (xioxay0) 以 及 对 应 于 点 (1,0,0) 的 点 。 而 且 在 曲面 的 连结 上 规 
定 如 下 。 根 据 
在 图 xi+xz=1，xs=0 上 ， 使 点 (x1,x251) 与 点 (一 x1， 一 xX,，0) 
重合 : z 

使 园 周 自 相 粘 在 一 起 。 众 所 周知 ， 这 样 作出 的 面 没有 表 里 的 区 别 ( 馈 
见 其 详 ， 请 见 p.108 所 述 ) 。 

给 平面 wx 添上 这 样 的 点 而 得 的 平面 称 为 射影 平面 (projective 
plane)。 在 射影 平面 上 导入 黎 曼 度量 (7.9) 而 得 黎 曼 空 间 称 为 椭圆 平 
面 (elliptic plane)。 


= (co (TEXdX) -2c( EXAX) + p 2 dX? ) 


(7.11) 
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这 时 ， 使 用 球 坐 标 ， 则 球面 x? 十 x2+x3=1 上 和 的 点 (x1，X，，Xs) 
可 表示 为 
xi= singcosm, x,= sinfsinp, xs= Cos0 (7.12) 
故 由 (7.10) 可 见 ，X1= tanbcosm，XX,= tanbsin， (7.11) 变 为 
ds*=d0’: + sin’0dgq’ (7.13) 
于 是 ， 问 题 直接 归结 为 众所周知 的 事实 (参照 bp。53) 。 我 们 已 经 知 


- 道 这 个 歼 电 度量 的 曲率 是 1，、 


捍 平 面 (hyperbolic plane)。 


当 c= -1 工 的 情况 。 这 时 在 点 对 
应 X= (xjygXo9X3)~> 江 = (XI,X,, 
1) 下 ， 双 曲面 的 一 半 

XxX?+X2—xXxi= -1, XxXs>) 
与 平面 c 上 的 圆 的 内 部 X11+ Xi<<1 
一 一 对 应 ， 在 此 圆 内 部 给 定 黎 曼 度 量 
(7.9)(c= 一 1) 而 得 黎 曼 空间 称 为 双 


这 时 ， 使 用 变数 0, q, 则 (7.。2) 
可 表示 为 


Xi= Sinhbcosy， 


x,= Sinhesing, (7.14) 


xs= COSh8 第 3.28 
由 (7.10) 得 


X=tanhlcosg, X,=tanhlsing (7.14”) 
故 (7.11) 变 为 : 
ds*=d0? + sinh’*0dq? (7.15) 
将 (7.14) 直接 代入 ds* =dx?+dx? 一 dx 也 可 得 到 上 式 。 此 黎 曼 空 
间 的 曲率 为 一 1.。 
椭圆 平面 与 双 曲 平面 称 为 非 欧 平面 ， 
从 (7.13)，(7.15) 可 见 ， 在 
p= 一 定 (7.16》) 


ee grt 外 


的 曲线 c 上 考 夸 充分 近 的 任意 二 点 ， 则 连结 此 二 点 的 其 他 曲线 的 弧 长 


比 c 的 弧 长 长 (参照 p。75) 。 即 (7.16) 的 曲线 是 测 地 线 ， 
由 (7.12)，(7.14) 可 见 ， 曲 线 (7.16) 可 由 方程 
a1X1+asX2=0 (alsQ, 一 定 》 (7.17) 


”表示 。 保持 《x*,x》 不 变 的 线性 变换 (7.4)， 即 GG 的 变换 是 等 距 变 换 ， 

故 测 地 线 应 变 为 测 地 线 。 此 外 ，(7.17) 变 为 
pxi+pxyr+psxs=0 (7.18) 

的 形状 。 在 非 欧 平面 上 ， 它 相当 于 直线 
DAXi+TD NX,.+bs=0 

因此 ， 此 直线 是 非 哆 平面 上 的 测 地 线 。 但 当 5 =0，p =0 上 时， 相当 
于 椭圆 平面 的 无 穷 远 直线 。 再 者 ，(7.18) 型 的 任意 直线 可 从 (7.17) 在 
G 的 变换 下 得 到 。 这 从 存在 G 的 变换 将 (7.18) 的 一 点 (xiyxaoxs) 变 


为 (0,0,1) 可 以 理解 .。 
因此 得 到 
非 欧 平面 的 测 地 线 是 直线 .。 


但 是 ， 非 殉 平 面 上 的 直线 之 长 ， 角 的 大 小 和 将 此 平面 看 做 欧 氏 平 
面 时 的 长 与 大 小 不 一 样 。 表 示 这 些 量 的 公式 在 许多 微分 几何 书 里 都 有 
记载 ， 在 这 里 从 略 。 

再 设 点 (0,0, -1) 与 伪 球 (7.3) 上 的 点 (x1,Xs，，%Xs) 的 连结 直线 与 


平面 Xx。 一 1 的 交点 为 (4 ,us ,1)， 则 


> -Xx =-X%s+lT (= 为 
< 
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由 此 得 x1 = 和 ul，x2=Auss Xs=2A—1 
: -1 
A=(1+- (ut +u3)) 


将 这 些 式 子 代 入 (7.9) 得 


2 duitadw 
一 和 


一 下 


于 是 令 z=uUu1+t+V —1u, 


并 2 CQC<a2<2 
则 ds (ro) (7.20) 
4 


这 种 表示 方法 也 很 重要 。 

令 c=1， 则 (7.19) 相 当 于 p.58 所 述 的 极 射影 。 

双 曲 平面 的 庞 加 莱 囊 示 ”方才 将 双 曲 平面 表示 在 单位 圆 的 内 部 ， 
但 也 有 稍 许 不 同 的 表示 法 。 首 先 把 =0 看 做 平面 x， 则 双 曲 平面 是 

Xi+Xi<1l, s=0 (7.21) 
然后 ， 在 成 党 =( 计 ,, 久 ,,0) 作 此 平面 的 算 线 ， 求 与 半球 了 面 
义 ?+ 态 2+ 太 83=1， 全 9 

的 交 氮 ， 则 得 点 


Y=(X,,X,,v 1- Xi-X?) 
现在 从 点 (1,0,0) 将 此 点 了 射影 之 , 设 
与 平 铅 ,= 一 1 的 交点 为 (一 1,y1， 
yz)， 风 z 


V1 2 
X, 1-X?-X: 
一 < 
发， 本 1 


将 (7.14/) 代 入 之 ， 求 yi ,ys 得 
_ 2tanhbsine y= 2sechb 


7! 1— XX， ”2 1- 太 ， 
由 此 计算 dy? +qdy2i 得 
2 2 ， 
-GE+d22 -db2+sinhzbdes (7.22) 
2 


按照 这 种 操作 ，(7.21) 一 一 映射 在 X, = 一 1 的 上 半 平 面 y: 盖 0 上 ， 
而 且 用 这 个 平面 上 的 直角 坐标 V1s .29 魏 曼 度量 可 表示 为 
_dy1+dy? (7.23) 

: y1 


ds: = 


TA te WE AEE hE EE TE ie ie RH i 


故 以 (yiyys) 为 点 的 直角 坐标 的 欧 氏 平面 与 以 (7.23) 为 黎 曼 度量 的 
上 尘 平 面 4W 成 保 角 映射 。 在 此 二 维 黎 曼 空间 里 ， 测 地 线 是 与 y* = 10 恒 
直 的 半圆 。 原 因 是 在 双 曲 平面 上 ， 测 
地 线 是 直线 。 根 据 方 才 讲 的 映射 此 线 
在 半球 面 xz +xz +x3s=T(x3>0) 上 
的 象 与 大 圆 xs = 1 正 交 。 从 点 (1,0， 
0) 向 平面 xs = -1. 上 射影 之 ， 因 为 是 
极 射影 (参照 p.58〉 ， 将 圆 映射 为 
圆 ， 又 是 保 角 映射 ， 所 以 上 述 曲 线 变 
为 与 ya 三 (0 正 交 的 圆 。 故 知 

关于 黎 曼 度量 (7.22)， 测 地 线 是 
与 直线 y。 = 0 正 交 的 圆 。 


习 题 三 
1 在 平面 上 有 定点 O， 对 于 任意 点 已 ， 在 半 直 线 OP 上， 取 
OOQ = 有 R (一 定 ) 
的 点 Q@。 这样 将 Q@ 与 PP 对 应 之 时 ，。 称 此 对 应 为 反 演 。 试 证 反 演 是 保 角 


2 根据 w=z+ 一 -将 复数 w 与 复数 > 对 应 之 ， 则 得 从 复 平面 


到 复 平 画 的 保 角 映射 。 这 时 ， 当 z 分 别 在 

(1) 通过 原点 的 直线 上 (2》 以 原点 为 中 心 的 加 
上 移动 时 ， 问 w 在 什么 线 上 移动 ? 这 时 ， 从 映射 的 保 和 角 性 能 知道 什 
人 么 ? 

3 将 下 列 曲线 绕 x， 轴 回 转 一 局 而 得 曲面 ， 试 求 其 高 斯 曲率 
《0Z0) 。 


(1) x, = acosh 一 上 上- 
(2) x| =a(t— sint), x,=al(ll— cosf) 


4 在 曲面 上 ， 设 线 素 ds 可 由 

. ds = gudu? + 2g91duidus, + gd u? 

表示 ， 试 证 面 素 是 
dS =w gugx— gi du 人 das 


9 9 2 
5 关于 曲面 xs=f(xi,X;)， 令 pi = / » ps 一 f ， 则 高 斯 
1 


dx OX > 
昌 漆 天 是 


-人 
(1+p?+p:)? Lo9xi 9x2 3X19x， 

试 按 下 述 方 法 导出 。 

(1) 此 曲面 的 线 素 为 

ds*=(1+pi)dxi+2pipadxidx, + (1 + p2)dx? 

故 面 素 为 dS =w 1+ pi+p? dxiAdx， 

(2) 设 在 曲面 上 各 点 引 的 单位 法 向 量 为 x?， 则 决定 原点 后 ,以 n 
为 位 置 向 量 的 点 的 轨迹 是 单位 球面 的 一 部 分 (球面 表示 ) 。 此 球面 上 
的 线 素 是 


js2 = (1+ pi)dpi~2pipadprdps+ (1+ pi)dp: 
So 
(1+p1+p2) 


i _ dpiMdp, 
故 面 素 为 do = A 


(3) 从 (1)，(2) 的 结果 ， 根 据 do = KdS 求 KK， 


6 运用 前 题 结果 ， 试 求 抛物 面 xs = (a1xt + ox?) 的 高 斯 
曲率 。 又 当 a1as = 510b， 时 ， 二 抛物 面 
xs = 3 (ix + ox3)) xs = 5 (bixt + hax) 


之 间 ， 前 曲面 上 的 x1 = pi xX;,=p， 点 与 后 曲面 的 x， =aipi/b! » 
xs = Gzps/bs 的 点 对 应 之 ， 在 对 应 点 高 斯 曲率 相等 ， 但 不 是 等 距 对 
应 。 试 由 此 推导 之 ， 


ee ee 


7 在 空间 曲线 上 各 点 引 切 线 所 作曲 面 与 欧 氏 平面 局 部 等 距 。 试 
证 明之 。 

8 斌 证 抛物 面 xy =alxi-asxx(ai 盖 0，a:>0) 是 直 纹 面 (由 
直线 生成 的 面 ) ， 但 高 斯 曲率 不 是 0 。 

9 回转 面 的 线索 是 ds*=do 
+f(o): d9?。 试 求 此 面 上 的 测 地 线 
的 微分 方程 。 

10 ”关于 球面 上 的 球 坐 标 〈cy， 
外 )， 邻 bp=a2z(1- cosg)de9， 则 面 素 
可 表示 为 wp= sinbd6 八 dqyq。 由 此 坛 


证 球面 上 的 域 吕 的 面积 是 
S = 5 | /dp 第 3.31 图 


其 中 Cc 为 必 的 边界 ， 1 为 从 N(a,0,0) 到 边贸 Cc 的 点 的 距离 。 
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第 四 章 微 分 流 形 


31 向 量 空间 


一 开始 先 讲 以 实数 为 基础 的 4 维 向 量 空间 , 在 这 里 实数 用 &，/1， 
.ee 等 字母 表示 。 今 有 集 广 ， 它 的 元 记 做 zx，y，…，a，5。.……， 
假设 它们 之 间 满 足以 下 各 性 质 。 

(I) 对 于 矿 的 任意 元 gs，2 与 实数 R， 可 以 考虑 a+ 6，Ra， 
它们 仍然 属于 三。 

(IT) atb6b=b+a, (a+rb)+cec=at+(b+ice) 

(HH) klat+b6)=hatkb, (kp+Da= hatla, 

(kl)a = kl(la) 

(NN) lia=a 

(V) 对 于 信 的 任意 元 gs，8， 存 在 厂 的 元 z 使 得 e+x=8。 

这 时 ， 称 乒 为 向 量 空间 (vector space) ， 其 元 gc，8，c，…， 
Xs 等 称 为 向 量 ，ka 也 记 做 ak。 

(I),〈( 酝 )，(]V) 涪 明 向 量 之 和 以 及 与 数 之 积 和 通常 的 式 子 一 
样 可 作 相 同 的 运 滤 。 文 如 再 使 用 (V )，， 则 满足 

atx=a (‘1.1) 
的 x* 对 于 所 有 的 a 只 存在 一 个 ， 而 且 它 对 于 各 a 是 共通 的 ， 这 通过 
下 面 的 讨论 可 以 理解 。 称 此 向 量 为 零 向 量 ， 记 以 0 。 

首先 ， 对 于 任意 的 656， 由 (V》 知 存在 se+c=8 的 <， 将 此 ec 加 
在 〈1.1) 的 两 边 ， 再 用 (I) 得 86+x=65。 即 满足 (1.1) 的 x 对 
于 & 也 通用 ， 都 是 共通 的 、 其 次 证 明 只 有 一 个 。 假 设 在 〈1.1) 之 外 
多 有 满足 as+x=a 的 x'， 这 时 将 满足 ae+y=x%' 的 了 加 在 (1.1) 
的 两 边 ， 则 x’+x= x/。 同 理 ， 将 a+z=x 的 x 加 在 a+x’=a 的 


let Relay te 


两 边 ， 则 x+x“=x。 故 x=x/。 
在 向 量 空间 玉里 ， 对 于 向 量 a;，94;，…，4, 与 实数 kh,，k,， 
…。， R 《〈 设 至 少 一 个 不 是 0》 ，、 当 
RiIGIT 二 Ra +… 二 RG =0 (1.2) 
成 立时 ， 则 称 a,，ay,，…，a， 线 性 相关 (linearly dependent)。 
这 时 ， 在 Ri，Rz，…， R, 中 不 是 0 的 至 少 有 一 个 ， 例 如 设 As 关 0， 则 
R， R， hk,. 


— -1 
a,= Aa, 一 Qi 


" Rk, k, R， 
相 到 ， 如 果 从 〈1.2) 的 关系 必然 得 到 
kiI=0, AR =0。 =0 
时 ， 则 称 qa，9;，。…，4， 是 线性 无 关 (linearly independent) 。 
在 向 量 空 间 扩 里 ， 如 果 有 ”个 线性 无 关 的 回 量 ， 任 意 n+1 个 向 
量 都 是 线性 相关 时 ， 称 六 是 n 维 的 。 以 后 我 们 加 上 假设 
(WI) 园 量 空间 矿 是 n 维 的 
米 考 虑 。 这 时 、， 取 线性 无 关 向 量 el，e:，…，e,， 则 对 于 任意 的 zx， 
它 和 el,e,,…,e, 一 道 考虑 ， 因 为 是 线性 相关 ， 故 有 .ho，、k1，。…， 
R (至 少 一 个 不 是 0 ) 使 得 
RoxtRielt't Re,=0. 
因 e,,…,e, 线性 无 关 ， 放 An 不 是 0 。 于 是 令 xi = 一 ki/ko (i=1, 
2，…，7 功 ，。 则 


X=XIElIT+ Xe :+ Xe 
称 此 x1，x2，…，X。 为 以 e1，e,，…，e, 为 基底 时 x 的 分 量 。 对 
于 这 样 的 x!，x;,， “9 Xn, 将 指标 1， 2，…，n 写 在 上 面 。 记 做 
X 9 xXx”, “9 XxX" 《平方 时 ， 例如 记 做 C(x!)*)., 按照 这 种 记 法 ， 则 | 


X= _ Xiei=xlel+xe,t+ + x'e, (1.3) 


zl 
当 二 向 量 x，y 的 分 量 分 别 为 (x', Xx," Xe) ， (y's y’, 
“7 »") 有 时。 X+y 的 分 量 为 (x!+ y's XxX + ys og XT yy"), RL 
的 分 量 为 《hx!,， Rx*?，…。 hx")。 
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其 次 ， 关 于 基底 el，e:，…，en， 考 丰 
ei 一 Spiies= pilert pi’est. + pie, (i=1, 2, ***, 1) 
i l 


(1.4) 
式 中 pii 的 7 也 是 指标 。 第 i 行 ,第 7 列 元 素 为 四 的 行列 式 假 
设 不 是 0 。 于 是 易 证 @ |， €,, "9 en 也 是 线性 无 关 ， 故 可 取 它 为 基 
底 。 瑟 时 ， 设 同 量 x 的 分 量 为 xX!, Ca “9 x", 则 


x = >》， 入 1 《1 .5) 
i! 
将 .4) 代入 《1.5) 得 
过 二 Dx*( Ypres)= > Xipiiei= > (Dipi )® : 
i i i i i 


= 2 Xip;: \e 
(2 ) 
与 (1,3) 比较 之 得 
xi= Yip (i=1, 2, *, 1) (1.6) 
jm 


设 和 矩阵 (pj;i) 的 道 矩 阵 为 (gq;!)。 即 
2_ pi'git = 0*= (1.7) 
0 (jh 时 ) 


于 是 《1.6) 的 两 边 乘 以 gi* 天 于 i 相 加 得 
XR = >》 gitx! 
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今后 ， 象 (1.5) ， (1.6)》 ，〈1.7)》 这 样 求 和 的 式 子 出 现 很 多 ， 
令 都 去 掉 求 和 的 记号 只 记 做 
Xieiy Xipj', ipXi 
天 若 丰 上面 的 指标 与 在 下 面 的 指标 是 一 样 字母 ， 即 使 不 写 求 和 记号 ， 
含义 也 是 关于 这 些 字母 相 加 。 各 项 不 是 乘积 的 情况 也 这 样 作 ， 例 如 
2 pr =pis 了 


i w= } 


按照 这 种 写法 ， 上 面 得 到 的 基底 变换 与 向 量 分 量 的 变换 间 的 关系 
可 以 叙述 成 
定理 4.1 设 关 于 基底 e!，…，e,，X 的 分 量 为 xX'，…，X"; 
关于 基底 @1, 3， e, 的 分 量 为 %!'， 人 X's 令 基底 的 变换 为 
e;= pie; 
则 x 的 分 量 的 变换 式 为 
iixi 
式 中 (qi) 为 (pii) 的 首 矩阵 〈 下 指标 表示 行 数 ， 上 指标 表示 列 数 ) 。 
对 偶 向 量 空间 (dual vector space) 有 一 国 数 f(x) 给 向 量 空 
闻 捕 的 各 元 * 对 应 以 一 实数 ， 假 设 它 有 下 列 性 质 。 
当 x, x EVHNH, f(x+x’)=f(x) tf(x’), f(RX)= kf(X) 
这 样 的 了 称 为 线性 沙 数 、 对 于 二 函数 广 ， 六 ,定义 和 f1+f, 与 kf 
(& 是 实数 ) 如 下 : 
(fit f(x)= f(x) + f(x), (Rf)(x)= RfCX) 
可 见 ， 拓 的 线性 函数 全 体 作 成 向 量 空 间 。 称 此 向 量 空间 为 乒 的 对 偶 空 
间 ， 以 VV* 记 之 。 
今 设 三 为 n 维 ， 取 基底 el，e:，…，e， 设 x= xiei ( 即 x!， 
x ，…，x%” 为 向 量 x* 的 分 量 ) ， 则 对 于 线性 函数 f 
f(x)= f(x'ei) = x'fle;) 
于 是 令 fl(e;)=at， 则 
f(x)= aix (1.8) 
即使 用 分 量 时 ，f(x) 变 成 x'，x*，…，x” 的 一 次 式 。 再 考虑 
由 
file;) = 0 (71=1, :2, :*…, 1) 
而 定 的 线性 函数 fi， 则 fi(x) = x5 《1.8) 变 为 
fx) =afi(x). z 
故 将 1 ， f', f’, “ff 看 做 三 ” 的 向 量 ， 分 别 记 做 1 六 ， f?, 
…，f"， 则 可 表示 为 | 
f=afi, 
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上 六 …，f" 为 V* 的 基底 。 这 个 基底 称 为 矿 的 基底 el，e:，…， 
e， 的 对 偶 基 底 《dual base) 。 
有 时 将 实数 值 f(x) 记 做 《六 x>。 于 是 当 
f =agq', x =biy; 
时 
《ff, x)=abi(P', y,> 
即 《f ，x》 关于 f,， x 是 双 线 性 的 。 
特别 是 对 于 对 偶 基 底 
《fi ej)=0) 《CS 时 为 0，i=7 时 为 1) 
故 得 
afi, bie,>= aib! 
今 对 于 瑚 的 基底 变换 ei-> zi= piie;，、 设 它们 的 对 偶 基底 fi，Fi 之 间 的 
3 是 fi= gifi, 出 


-> 
cH 


0)i= Kf, ej) = (gu'ft, pyres) =g' pCft, es) 
= qa' pi'dr = ge’ Pir z z 
即 得 下 列 
定理 4.2 设 矿 的 基底 变换 为 5;= piie;s， (pt) 的 道 和 矩阵 为 
(qi ， 则 天 * 里 的 对 侦 基 底 的 变换 是 fi= gjifi. 
张 量 积 (tensor product) 有 二 问 量 空间 广 ， 瑚 ， 由 此 可 作出 
如 下 向 量 空间 2 ， 
(1) 对 于 产 的 任意 元 x 与 矿 的 任意 元 y， 则 过 的 元 确定 一 个 。 
记 以 xcCo9Jy。 
(2) x 人 ?关于 x，y》 是 双 线 性 的 。 即 
(Rixi+Raxa)GCD= hx By+ hx Dy 
XRIVI thR ys) = RIXOY + kh,x*Oy, 
(3) Z 由 xQy 的 的 全 体 生 成 。 即 Z 由 这 样 元 的 线性 组 合 全 体 而 


eu 


成 ， 

此 回 量 空 间 了 之 称 为 矿 与 矿 的 张 量 积 ， 以 三 @ 玉 记 之 。 这 样 的 空间 
实际 能 作出 来 如 下 所 述 。 对 于 矿 ， 玩 的 任意 元 zx，3y， 考 虑 它们 的 组 
Xoy， 设 以 实数 为 系数 ， 有 限 个 x。y 的 线性 组 合 而 成 加 群 为 矿 * 丈 。 
于 其 中 ， 人 妈 由 (kX ++RaNa)oy 一 及 Xioy 一 有 Xioy Xo(lkhiyit 
R2yz) 一 RIXoy 1 一 RX。y。 生 成 的 广 o1Y 的 子 加 群 为 S$， 再 设 VoW/S 
=V OW., 

根据 张 量 积 的 定义 ， 当 

X=aix: (i=1, 2, ,7) 
y=biy; (j=1, 2, .…,。 5$) 
时 ， 则 
X= abi ry 

阁 有 三 个 向 量 空间 U， VV， WW 因 (UV®rV) BW 与 UBTV® 
W) 同 构 ， 因 此 等 同 视 之 ， 记 做 UBV@ 所 。 人 而 且 ， 对 于 xEU， 
EV, TEW 

(XY) Dz = OHO) = x OyYz, 
至 于 三 个 以 上 的 张 量 积 也 一 样 。 

对 于 ” 维 向 量 空间 乒 ， 考 虑 张 量 积 VQ@V， 则 其 元 称 为 二 阶 反 变 
张 量 。 在 三 里 取 基 底 eli，…，e.， 则 此 元 可 与 做 了 2eiei。 对 于 基底 
变换 e: 一 2@i= biiei，ei=dqijlei 下 - 

从 Tiie; We; = 人 矿 可 6iQEi 得 了 gl Qni Th 

同 理 ， 取 矿 的 对 偶 空间 V* 两 个 作 积 V*@V*， 其 元 称 为 二 阶 
共 变 张 量 . 在 ”里 取 对 偶 基 床 fi ，f*，…，f* ， 则 共 变 张 量 可 写 
做 Tif'@fi， 对 于 基底 变换 六 = qj!fi， 因 fi= pi'f!， 故 分 量 的 

Ti = pi pi'Ths 

再 者 ，V -DV* 的 元 称 为 混合 张 量 。 使 用 人 矿 的 基底 ei 与 * 里 

的 对 偶 基 底 fi， 则 混合 张 量 可 写 做 全 ) ie;%fi， 其 分 量 的 变换 为 
Ti! = pirqn’T et 


一 般 ，7 个 矿 与 个 V* 的 张 量 积 V@V@… VOV*OV*C 
…@V* 的 元 称 为 + 阶 反 变 , s 阶 共 变 张 量 ， 或 简称 (r,s) 型 张 量 。 设 


2 


其 元 为 7 .en@en@… GeGAGAG…GH:， 则 对 于 基底 
变换 ， 张 量 分 量 的 变换 是 
dimir hl hh, hs i fi ir kikshr 
Js…Js 了 Pp,, “Pp,, Rd “qi, 六 六 


三 的 向 量 〈 反 变 向 量 ) 可 看 做 (1，0) 型 ，V* 的 向 量 〈 共 变 向 
量 ) 可 看 做 (0，1) 型。 

因为 同型 二 张 量 属于 相同 向 量 空间 ， 故 其 和 仍 为 同型 张 量 。 乘 以 
实数 ， 张 量 的 型 一 样 ， 

其 次 (r;,，s1〉 型 张 量 与 (r,，s。) 型 张 量 相 乘 得 (ri+yrz，3S1 
+s。) 型 张 量 。 例 如 

(Sj'e fIDTIn re OF OF") = SiTInte fiQe, Of'OF™ 
然 因 VEOV*OVOVOVY 与 VOVOV*OV*OV* 做 为 张 量 是 同 
型 的 ， 故 上 述 乘 积 可 看 做 “2，3) 型 张 量 。 

张 量 的 织 短 (contraction) 当 了 =(7 的 是 (i,2) 型 张 量 
时 ， 由 Ss=7Tiwi 作 Ss 则 S=(Ss) 是 共 变 向 量 。 这 是 因为 通过 以 
下 讨论 就 可 以 理解 。 首 先 对 于 基底 变换 ， 了 的 分 量 的 变换 是 

全 = qii pr” perT mn 
令 1=7， 关 于 i 相 加 ， 由 giip:"= om 可 见 ， 
S, 三 了 = gripi" pae'T ns = OO perT an 
让 - 
Sh= pe'S, 

一 般 ， 对 于 (s，r) 型 张 量 7 =( 7 “，")， 考虑 j= i 的 各 
项 ， 关 于 f=1，2，…。# 相 加 之 ， 以 这 些 和 数 为 分 量 得 (s 一 1， 
r 一 1) 型 张 量 。 这 样 作出 共 变 ， 反 变 都 降低 一 阶 的 张 量 称 为 张 量 的 编 
短 . 

讲 一 下 最 简单 的 情况 ，(1，1)》 型 张 量 了 = (Tj') 的 缩短 是 数量 


Je 


(与 基底 的 取 法 无 关系 的 数 ) ， 
对 称 张 量 ， 反 称 张 量 例如， 对 于 〈0，2) 型 张 量 7 = (7 i) ， 
由 Si;;= Tj;; 定义 Si;，。， 则 Si; 依然 是 (0，2)〉 型 张 量 。 原 因 是 : 
Si; = Tj = pyt pisT hs = pi pstThs = pi pT hn 

现在 ， 当 T= (7;;) 与 方才 作出 的 S$S= (5i;;) 相等 时 ， 则 称 (0， 
2) 阶 张 量 二 是 二 阶 对 称 共 变 张 量 。 这 时 Tj; =75 根据 以 上 讨论 知 ， 
此 性 质 不 随 基底 的 变换 而 改变 ， 

同 理 ， 当 =(-1)7， 即 了 := -75 时 ， 称 TT 为 二 阶 反 称 共 变 
张 量 。 特 别 是 当 4= (4)，v = (vi) 为 失 变 向 量 时 ，(wivj ~ iD 是 二 
阶 反 称 共 变 张 量 ， 称 此 张 量 为 双向 量 (bivector). 

册 理 ， 对 于 反 变 张 量 也 可 考虑 对 称 张 量 ， 反 称 张 量 ， 但 混合 张 量 
却 不 能 这 样 考 虑 。 

外 积 在 ” 维 向 量 空间 厂 里 ， 可 以 考虑 外 积 人 如 下 。 对 于 矿 的 任 
意 同 量 *x，y， 设 

XAy=—y 人 \X, x 人 \x=0 
此 外 。 假 设 可 以 作 普 通 代数 演算 (这样 演 算 的 根据 以 后 再 谈 ) 。 
这 时 ， 对 于 乒 的 基底 e1，e,，…，@,， 
> ,aiiei 人 eei 
i <| 


称 为 二 次 外 形式 (exterior form) 《此 处 不 省 略 记 号 于 ) 。 此 起 又 
可 每 做 
oeiNe, 《ai = ~ aii) 
es 
三 次 外 形式 是 
2 aijsei/\ e;/\ es » 


ji < 了 < 


如 用 反 称 张 量 《ait)》 也 可 写 做 
5 > ,aiikei 人 eji 人 es 
ij 下 


关于 外 形式 的 乘法 ， 一 般 假 设 


(el 人 … 人 e)A 人 (el 人 人 …A 人 e.)=el 人 … 人 e 人 er 八 … 人 e。 


此 外 ， 人 允许 和 普通 式 子 作 相 同 演算 ，。 
例如 ， 


(eA (5 bje; )= 2 aibie Ne = 2 (ci aibi}eANe; 


以 及 


(ariei) AN( Torei)A “人 (ae; ) = det(aij)el\es,A'…/\e, 


设 9 为 + 次 外 形式 ，8。 为 次 外 形式 ， 则 
0 人 8, = (1)" "0, 人 0, 
以 下 阐述 这 样 计 算 的 根据 。 
设 有 二 阶 张 量 
T= >》 ,Tijei ee 
irj 
由 此 作 z 
a(T)= D371 -Te 


i 


从 对 称 张 量 一 段 的 叙述 立即 可 见 这 种 操作 与 基底 e; 的 取 法 无 关 ， 


a( 了 ) 是 反 称 张 量 。 求 此 0 称 为 张 量 的 反 称 化 。 
从 二 向 量 人 = 2 aie, b= 2 bie: 的 张 量 积 得 
a(ab) = a( aib ;ei e; ) = yl Cab, 一 GjipDi)eiCoei . 
1 i 2 


对 于 三 阶 张 量 ， 在 反 称 化 、 
a( >》 ， Tireie Oe, )= > ， oOiikeiCoeioen 
?sj TI 于， 大 


也 


里 ，Sijs 是 Tijs 的 三 指标 i，7，k 作 所 有 的 排列 ， 根 据 它们 的 偶 奇 在 


7;s 的 前 边 添上 +1，~i1， 相 加 并 有 除 以 31 = 6。 具体 地 写 就 是 


EH ri 


9 一 Ti 十 了 十 了 Ts Ti,j ~ 了 Ar 


这 是 色 称 张 量 的 分 量 。 
四 阶 以 上 张 量 也 同样 尖 虑 ， 
根据 这 种 及 称 化 ， 可 将 全 体 张 量 在 保持 和 、 常 数 倍 、 积 的 关系 不 
变 之 下 变 到 全 体 反 称 张 量 之 中 〈 同 态 ) 。 这 时 反 称 张 量变 为 它 自己 。 
此 对 应 关于 反 称 化 的 算法 也 是 合理 的 。 即 对 于 二 张 量 了 ,，7 了 7 了:， 
可 证 
当 a( TD)=a(T7D，a7T)=a(7) 时 ， 
cxT QT ) =a(T,®T,). 
由 此 ， 在 c\7:) 中 由 
a(T I IAT,)=aT OT,) 
定义 积 八 。 特 别 是 
ei 人 ej=ca(ei) 人 aeji)=aCeiCoei) 
= (CeG@ei-ei@e) 
由 此 式 可 导出 


(Too) A (oe) 三 mbseiNe 


=-1 yab;-ab)e Ne, 
2 了 

这 是 根据 

a i bie;}) }= ipieiCoeij ) = ipiXCeCoei) 

(Toei)8(5 e:)) "(> “Ce ) 0 “(ee 
得 到 的 。 z 

32 欧 氏 向 量 空 间 
在 向 量 空间 信里 ， 对 于 任意 二 向 量 ,6 决定 一 实数 ， 以 (a, 6) 
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记 之 ， 假 设 下 列 性 质 成 立 。 此 (a，8) 称 为 as， 8 的 内 积 。 

(I) (a, 8)=(6, a), (ka, 6)= Rk(a, 6) 

(a+b6, cc)=(a, cc)+(b+e) 

(下 》 (a，4) 宇 0， 只 有 当 a=0 时 等 号 成 立 。 
定义 内 积 的 向 量 空间 称 为 欧 民 向 量 空间 (Euclidean vector 
space)。 在 此 空间 里 ， 可 由 

lal=vV (a, a) 

定义 向 量 a 之 长 或 模 |a|。 长 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 

再 从 二 向 量 a，86， 作 + 的 二 次 式 

(ta+b, tat+b)= (a, a)t:+2(a, 6)t+ (6, b) 

因为 它 不 是 负 的 ， 故 考虑 判别 式 得 

(a, 6)?<(a, a)(b, 6) 故 |(a, 6)|<lal:16| 
从 而 ， 对 于 非 0 二 向 量 a, 6 可 由 


COSb = 


定义 它们 的 夹 角 9， 当 (a, 5) =0 时 ， 8= -， 这 时 称 a, 6 垂直 . 


如 果 用 铅 量 的 分 量 表 示 内 积 ， 有 下 列 
定理 4.3 在 ?2 维 欧 氏 向 量 空 间 里 对 于 基底 eli，e:，…，e 
今 
(eiy ei)=9j (i, j=1, 2, '*。 1) 
则 向 量 a = aie:,6=b'e; 的 内 积 变 成 


(a, 6)= gija'bi (2.1) 
证 明 (a, 6b) = (a'e;, bie;) = aibi(e;, €;) = gijaibi 《证 毕 ) 
特别 当 = 时 

(qa, a)= gija'a! (2.2) 


由 《I )》 知 ， 只 要 .ass0， 它 是 正 的 。 此 式 关 于 a', a”, “> a 
是 齐 二 次 式 (二 次 形 ) 9 因为 只 要 (a a”, a")2(0,0,……， 0) 
它 是 正 ， 故 为 正定 二 次 形 。 而 且 g = (95) 是 共 变 张 量 。 
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区 之 ， 如 有 二 阶 对 称 共 变 张 量 9， 对 于 它 的 分 量 (gi;) 与 任意 反 
变 辐 量 a = (a')，gijaiai 是 正定 的 ; 对 于 a= (gi) ，6= (00， 内 积 由 
(2.1) 给 定时 ; 则 此 向 量 空间 为 欧 氏 向 量 空间 。 

9= (9i;) 称 为 驳 氏 同 量 空间 的 基本 张 量 。 如 采取 特定 的 基 底 ， 
则 此 基本 张 量 可 简化 如 下 . 

定理 4.4 在 ?2 维 欧 氏 向 量 空间 里 可 取 满 足 
(@;, ej) = 0;;= 厂 ‘i 时 ) 

”lo (iXj 时 ) 
的 基底 e1，es，…，e,. 

略 证 ”因为 是 ” 维 ， 故 存在 线性 无 关 的 二 个 向 量 ai，as…，en， 
首先 ， 由 e;:=aj,/|al| 决定 el， 于 是 (el。el)=1。 其 次 ， 由 
b,=a,-(a,, e,)e, 

作 6,，，。 则 56; 六 0，(6,，e,)=0 。 于 是 由 e,=6,/15,| 决定 e。 得 
(e,, e,)=1. (es,, 61)=0, 

再 由 

b,=as—(as, el)e,—-(as, ee,)e, 
作 2s:， 则 
ps:ss0， (8:，el)=0， (bs, e,)=0 
于 是 令 es=86s:/|12:| 得 
(es，es)=1， (es，el)=10， (es，e2)=0 

继续 这 样 作 下 去 即 可 。 

这 种 el，e:，…，e，， 称 为 标准 正 交 车 或 简称 正 交 标 架 。 取 这 种 
基底 时 ， 回 量 x 的 分 量 〈x:，xz，…， xn) 称 为 正 交 分 量 . 象 这 样 
正 交 分 量 的 指标 写 在 下 边 是 常 有 的 事 。 这 时 ， 易 知 

定理 4.5 设 向 量 x， y 的 正 交 分 量 分 别 为 《Xi，X2，…，Xn)， 

《yi1，ya， ya) 则 
《X，J) 三 XI1y1 十 XYayaz 十 … 十 Mr 
1xz1 = (x, x) = 7XE 十 X 有 十 十 


标准 正 交 基 的 选 法 不 只 一 种 。 今 用 正 交 和 矩阵 (p;!)， 从 标准 正 交 基 
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ee ee， 作出 
@i= pie, (2.3) 
易 见 E1，e;,，…，€， 也 是 标准 正 交 基 。 反 之 ， 从 标准 正 交 基 e,， 
€,，…，e， 到 标准 正 交 基 6;，、e，,，、…，€。 的 变换 用 和 矩 阵 (pi) 表 
示 如 《2.3)〉 时 ， 则 此 和 矩阵 为 正 交 和 矩阵 。 
欧 氏 向 量 空间 的 张 量 在 此 向 量 空间 里 ， 考 虑 标准 正 交 基 的 变换 
ei 一 6i= biiei 对 此 变换 ， 对 偶 空 间 的 对 偶 基 底 的 变换 是 
产 =9ifi， (9 是 (pi1) 的 道 托 阵 
因为 《pii) 是 正 交 和 撼 阵 ， 故 得 
天 = pifi 
因此 ，ei 一 &; 与 fi->fi 的 变换 式 完 全 一 样 。 故 得 
定理 4.6 区 氏 向 量 空间 的 标准 正 交 基 的 基底 变换 规律 与 对 侦 空 
间 的 对 侦 基底 的 变换 相同 。 故 在 标准 正 交 基 下 ， 共 变 向 量 与 反 变 向 量 
没有 区 别 。 : : 
在 欧 氏 向 量 空间 里 ， 设 基本 张 量 的 分 量 为 (gi;)， 从 反 变 辐 量 
(vi) 通过 ui = Givi 可 作出 共 变 网 量 (ui)。 有 时 将 这 两 个 向 量 看 做 
一 个 ，(v') 称 为 反 变 分 量 ，(w:) 称 为 共 变 分 量 ， 


33 ” 仿 射 空间 与 欧 氏 空间 


a 
仿 射 空间 (affine space) 设 V 为 n 维 一 
向 量 空间 ， 以 此 空间 为 基础 可 决定 仿 射 空间 4 
如 下 。 
(1) 对 于 4 的 任意 二 点 p，9g (考虑 顺 GRY 
序 ) ， 对 应 一 个 向 量 x ， 称 之 为 从 点 pp 到 gq ? 


的 问 量 。 中 1 
《2) 对 于 4 的 三 点 bgq，r， 对 ba 有  .， | 


厂 的 x， 对 g,，r 有 斑 的 》 与 之 对 应 ， 则 对 0 
p，r 有 x+ 与 之 对 应 。 第 4.1 图 


在 4 中 决定 一 点 OQ ， 由 此 。 对 于 任意 点 p 决定 一 个 癌 量 。 此 问 量 
称 为 点 p 的 位 置 问 量 . 
位 置 癌 量 为 x 的 点 ， 简 称 点 x*。 这 时 ， 下 列 基本 定理 成 立 。 
定理 4.7 从 点 x 到 点 ? 的 向 量 是 了 一 zx。 
用 这 些 性 质 为 基础 可 在 仿 射 空间 .A 中 建设 几何 学 。 首 先 取 个 线 
性 无 关 的 问 量 ai， as，…，Gky， 以 
x=c+tiai (ft!,，t?*?，…，。t* 是 任意 实数 ) 
为 位 置 向 量 的 点 全 体 称 为 通过 点 e 的 & 维 平面 。 特 别 当 =1 时 称 
为 直线 ，&R=7#-1 时 称 为 超 平面 。 
在 仿 射 空间 里 规定 原点 OQ 与 基本 向 量 el ex，…，e，* 后 ， 则 任 
意 位 置 向 量 可 写 做 z 
=xie; z (3 .1) 
此 《〈x1!1，x2，…，xX%a) 称 为 点 x 的 坐标 (详细 点 说 是 包 卡 儿 坐 标 ).。 
这 时 ， 仿 射 空间 的 位 移 是 根据 
(xiD7=at+ pitxf (t=1, 2, ', nn) det(pj 0 (3,2) 
将 点 《x!，x?，。，…，xX") 蛮 汶 点 ((x1)/。，(x?)/，…，(x")’)，。 
一 般 地 说 ， 如 有 以 点 a 为 原点 的 标 架 el， es,, %, eu 了 及 以 区 
为 原点 的 标 架 el，e:，…，e 则 位 置 向 量 为 
X=-at+x'e; (3.3) 
的 点 * 变 为 
xX/ = 
的 变换 是 仿 射 变换 的 意思 是 ， 今 
a 


G 十 XiBi (3 .4) 


一 Q+ateis €@;= piie, (3.5) 
则 由 (3.1)，。 (3.4)， (3.5》 可 得 (3.2)， 
在 仿 射 空间 里 ， 在 位 移 (3.2) 下 ， 二 图 形 之 一 变 为 另 一 个 时 ， 
则 称 此 二 图 形 合同 。 
欧 氏 空间 (Euclidean space) 在 仿 射 空 sz 间 里 基本 的 向 量 容 辐 
矿 是 欧 氏 向 量 空间 时 ， 称 此 仿 射 空间 为 欧 氏 空间 。 在 这 里 定义 
两 点 x，? 的 距离 =jy-x| 
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在 欧 氏 空间 里 可 用 原点 O 以 及 作成 标准 正 交 基 的 基本 网 量 。,， 
e,，…，e， 表示 任意 风量 zx 为 
X= 2 xiei 
时 ， 则 此 (XI, X29 ''’, Xp 称 为 点 * 的 直角 符 标 . 
光 氏 空间 里 的 位 移 是 由 


xi =a+2bii (i=1，2，…，7) 《pi;;) 是 正 交 矩阵 
j=1 
将 直角 坐标 (Xx1, X22 “', Xn) 的 点 变 为 直角 举 标 (X's X29 …9 
Xn) 的 点 。 : 
34 微分 流 形 


三 维 空间 里 的 曲面 、 圆 柱 面 、 球 面 与 p.14 讨论 的 平面 域 并 不 同 
幅 ( 一 对 一 , 双 连 续 对 应 ) .但 ， 它 们 是 由 与 域 同 肚 的 几 部 分 相 贴 而 成 。 

例 1 球 面 

它 是 由 两 个 半球 面相 贴 而 成 ， 各 半球 面 与 加 的 内 部 同 胚 。 


< 
' 
第 4,2 图 
例 2 圆柱 面 
考虑 平行 二 直线 间 那 部 分 ， 把 二 平行 线 的 公 重 线 之 足 贴 在 一 起 得 
狗 柱 面 。 


例 3 圆 环 面 (torus) 
在 平面 上 考虑 离 直 线 ! 距离 5 远 的 某 点 ， 以 及 以 此 点 为 圆心 半径 
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a\<p) 的 圆 ， 绕 ! 将 此 圆 回转 一 周 可 得 圆 环 面 。 此 面 上 点 的 位 置 可 
由 决定 圆 上 点 的 位 置 的 圆心 角 96， 以 及 绕 ! 的 回转 角 q 而 定 。 而 且 
0<0<27n, 0<9<2n, 
故 将 (9,9》 看 做 直角 坐标 时 ， 圆 环 面 与 正方 形 0<0<2x,，0<q9<2n 
一 一 对 应 。 这 时 ， 如 果 6=2x,，q=27 也 在 考虑 之 中 ， 则 将 点 (0,》 
与 点 (27,p); 点 (9,0) 与 (0,27) 
”看 做 相同 点 即 可 。 总 之 ， 只 从 曲面 的 
连结 状态 看 ， 可 以 说 圆 环 面 是 将 正方 
形 的 对 边 贴 在 一 起 而 得 之 面 。 当 然 ， 
这 中 间 要 把 正方 形 看 做 橡皮 膜 是 可 伸 
缩 的 。 
例 4 麦 比 乌 斯 带 〈(M6bius 
band) 
”在 矩形 ABCD 里 , 将 A 和 C 重 
运 ， 刀 和 忆 重 类 ， 将 边 4 有 8 和 CD 贴 
在 一 起 便 得 此 面 。 移 形 ABCD 看 做 
纸 作 的 ， 其 一 侧面 染 上 色 ， 如 果 按 上 
述 方法 贴 起 来 ， 则 有 色 的 面 和 无 色 的 
面 连接 在 一 起 。 故 此 面 不 能 分 开 表 与 


里 。 
例 5 元 莱 菌 瓶 (Klein bot- 
tie) 
在 矩形 4BCD 里 ,将 4 与 B， 反 一- 
C 与 DD 重 氨 。 将 4D，BC 贴 在 一 ~ 
起 ， 同 时 将 4 与 C， 了 与 刀 重 欠 ， 将 第 4.4 图 


A838，CD 贴 在 一 起 而 得 的 面 便 是 。 要 想 在 三 维 欧 氏 空间 里 作出 这 样 
的 面 ， 面目 己 必 相交 ， 与 一 开始 的 点 集 不 是 一 对 一 的 。 但 不 是 想 和 作出 
、 这 样 的 面 让 你 放 在 眼前 看 ， 而 只 是 从 面 的 连 系 上 来 想 。 这 个 面 也 不 能 
区 分 表 与 里 (第 4.5 图 ) 。 : 四 
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人 一 一 一 一 D 
| | | -过 
B tC 
第 4.5 图 

其 次 ， 将 这 些 面 用 与 平面 域 同 胚 的 几 部 分 U， 矿 ，… 复 盖 之 ， 而 
自在 连接 处 以 某 种 宽度 重 达 ( 留 出 贴 浆 糊 人 处 ) 。 这 时 ， 在 各 U， 六 …… 
的 点 可 以 对 应 以 平面 上 点 的 坐标 ， 称 之 为 局 部 坐标 。 

例 1 正 圆柱 面 

将 截 痕 的 周 长 为 a 的 正 圆柱 面 沿 
母线 剪 开 ， 则 可 展开 在 平面 上 直角 坐 
标 满 足 0( 委 xi 入 a 之 人 处。 这 时 (0， 
X2)，(a， x2) 二 点 其 实 来 自 一 点 。 


一 4 0 
把 它 扩 充 到 12 二 Xl 一 a+i 12? 用 


i mr i re 


三 部 分 
rf. 0 oo 一 一 一 一 
1 1 第 4.6 图 
20 a 2a a a 
大， 20 + Wi -0 a 
3 1 ~*~ + 3 ~ 12 ~*~ 2 


复 盖 之 ， 设 它 们 之 中 的 局 部 坐标 (us 42 )， (Ul, vs,), (w', Ww>) 
分 别 为 


21 三 %1 Vi 二 Xi WI 二 Xx! 
| | | 


, > (4.1) 
(= x, (y=, (wy, = x 
则 在 VU， 这 ，1V 的 重 迭 部 分 同一 点 的 两 种 坐标 间 的 关系 是 
1 =2 f 双 一 0 
在 NV 里 | 9 在 六 NAW 里 1 
Do = Uy Ws = UV, 《4.2》 
ju wi 
在 WNnU 里 
U2 ~ ws 
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例 2 云 比 乌 斯 带 
此 面 是 ， 关 于 直角 坐标 《x,，x2s)， 由 0<x1<a，-- 全 一 xs 一 
去 而 定 的 矩形 ，vx, = 0 的 边 与 x =a 的 边 反 向 相 贴 而 成 。 故 扩充 到 


一 12 三 之 4a + 名- 的 范围 。 如 例 1 的 圆柱 面 以 避 ， 广 ， 取 三 部 分 


复 盖 之 《- -2 < 一 xs 一 -一 )。 它们 之 中 的 坐标 按 (4.1) 规定 ， 则 局 
部 坐标 的 变换 在 U Nn 广 ， 及 站 到 里 与 《4.2》 相同 ， 


大 
在 VAU 里 1 
Us WwW, 
例 3 球面 
在 三 维 欧 氏 空间 的 球面 
XI? 十 X2 十 2 二 
上 考虑 如 下 。 在 此 球面 上 ， 设 
Xs 盖 0 这 部 分 为 U |,, xs<=0 为 U,， 


xX)>0 为 Us， X1<< 0 为 U,, 
Xs 一 0 为 L ss Xs 过 0 为 Ue， 


在 此 各 部 分 上 取 局 部 坐标 为 
在 Li UVU，,， 上， 是 (XI, xX,) 
在 U ,，, Ui, 上 ， 是 (XxX,, Xs) 3 


在 Us, Us 上 ， 是 (x,, X1)，。 ~ /et 


用 这 六 个 U;， 将 整个 球面 复 盖 。 而 且 ， 


例如 在 U ,NU;, 下 Xs 一 0， X10 之 第 4.7 
处 ， 
Xi=w 1l-xi-—-x? ,， Xx,=x, 


是 同一 点 在 LU 里 的 局 部 坐标 《xi， xz) 与 在 Us 里 的 局 部 坐标 
(Xs2, Xs) 之 间 的 关系 。 

以 下 考虑 用 引进 坐标 的 几 个 邻 域 复 盖 的 空间 并 且 于 其 上 考虑 黎 曼 
几何 。 这 样 的 空间 叫做 微分 流 形 ， 它 的 正确 定义 如 下 所 述 。 为 了 作 准 
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备 ， 先 说 明 拓 扑 空 间 (topological space)。 

拓扑 空间 有 集 必 ,一 般 地 称 其 元 为 点 .MM 的 各 点 不 是 七 零 八 落 ， 
而 是 在 某 种 意义 下 加 以 联系 ， 这 是 M 的 拓扑 。 把 二 点 间 的 距离 看 做 拓 
扑 ， 在 这 个 基础 上 考虑 也 行 ， 更 普遍 的 方法 是 ， 以 包含 各 点 的 M 的 某 
种 子 集 〈 邻 域 ) 为 基 侧 考虑。 以 下 氢 述 之 。 

对 于 和 集 骨 的 各 点 p， 考 外 包含 p 的 骨 的 子 
集 U(p)， 称 之 为 p 的 邻 域 。 当 此 邻 域 的 集 
N 具 有 下 列 性 质 时 ， 人 以 称 为 拓扑 空间 (详细 点 CO 
说 是 察 斯 道夫 拓扑 空间 ) 。 

(1) 对 于 属于 NN 的 任意 两 个 U(p)， 


y(p)， 则 存在 包含 于 UCp)NnV(p) 内 的 NN Gon Cy 
的 元 WV(p)。 ? 


(2) 对 于 属于 U(p) 的 任意 点 qg。， 有 VV(9) 


CU(p) 的 人 (gq)，。 
(3) 对 于 不 同 两 点 p，4, 存 在 邻 域 U(p)， 


(gq) 使 得 U(p)NV(g) 是 空 集 。 4 

从 这 些 条 件 可 导出 下 列 各 概念 。 

开 集 对 于 属于 集 4 的 任意 点 ， 如 果 存 在 它 的 邻 域 包含 于 4 中 ， 
则 称 妈 为 开 集 。 

闭 集 所 谓 集 4 是 闭 集 就 是 从 4 去 掉 4 剩 下 的 集 是 开 集 。 

紧 致 集 当 集 4 由 无 穷 多 个 开 集 复 盖 时 ， 如 果 能 从 这 些 开 集中 适 
当选 出 有 限 个 ， 只 用 这 有 限 个 就 可 将 4 复 盖 上 上 ， 则 称 4 为 紧 致 集 。 

连通 性 ”如果 集 4 不 能 分 为 无 公共 点 的 开 集 时 ， 则 称 此 集 是 连通 
的 。 

微分 流 形 (differentiable manifold)》 2” 维 微分 流 形 4 可 定义 
如 下 。 设 拓扑 空间 内 由 一 些 开 集 的 集 {Ui 复 盖 ， 各 Ui; 与 n 维 向 
量 空间 的 开 集 D; 同 及， 用 9;， 门 ,一 Li ; 表示 这 个 同 肚 。 这 时 ， 如 
果 U; 的 点 p 与 Di 的 点 (x!，x?:，…，x”) 相对 应 ， 则 称 《x1， 
x?*,…,X") 为 点 pp 在 坐标 邻 域 U; 内 的 局 部 坐标 。 对 于 任意 的 7 


一 1109 一 


as 


Uj, 以 太 Ui NU; 内 任意 点 p, U; 内 的 局 部 坐标 (x ba "ys 
x") 与 上; 内 的 局 部 坐标 〈y!，y2，…，y") 之 间 存 在 一 一 对 应 ; 
不 论 把 Vy， yy， YY 看 做 XX NX" 的 盟 数 ， 还 是 把 x ， 
x2，…，xn 看 做 y!，y:，,…，y" 的 函数 假设 都 是 C* 级 的 。 这 时 ， 
拓 扯 空间 47 称 为 5“* 级 ” 维 微分 流 形 . 

这 时 ， 和 p.13 一 样 可 以 证 明 


a(y »Y 9 @® ) 
d(x! ) X 7 0 (人 


如 末 蚂 由 坐标 邻 域 复 盖 ， 在 两 / 


\ 
个 坐标 邻 域 的 公共 点 总 是 、 
2Y 2 3) ~ C © | /7/ 


Q(x ,Xs X”) 
时 ， 则 称 此 微分 流 形 是 可 定向 的 
(oriented) 。 能 用 这 样 坐 标 邻 域 第 4.9 图 
复 盖 的 拓扑 空间 也 称 为 可 定 加 的 。 
例如 , 对 于 二 维 微分 流 形 p.107 例 1 的 正 圆 柱 面 来 说 ,在 U NVV， 
VN NVNU 上 分 别 是 


= a EE 8) 


9(v1902) 9(w1isW2) _ CU 2 ) -1 
0(U19U2 ) 94ZiyV2) a(wi, ws) 
故 根 据 此 举 标 邻 域 可 以 定 同 。 


相反 ， 在 p.108 例 2 的 麦 比 乌 斯 带 上 , 在 UNV ,VN 人 NW 上 与 
前 例 一 样 ， 但 在 WNU 上 


9 902) 
9(w1,w2) 


冤 奏 比 乌 斯 带 不 可 定向 。 这 给 无 表 里 这 个 性 质 以 理论 根据 。 


= -1 


35 切 空 辣 
在 n 维 微分 流 形 里 取 一 坐标 邻 域 U, 设 于 U 中 的 坐标 系 为 
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trem epee .nae ho FET EE — SE rE te HHT Fr rr 


X XXX 今 设 Xit) (i=1, 2, ,71) 为 通过 一 点 户 的 
曲线 ， 则 过 此 点 此 曲线 的 切 向 量 的 分 量 由 
(A dx*” ,, dx" ) 


dt ” af” ? dt 

定义 是 极其 自然 的 ， 然 如 通过 坐标 变换 
=X2y YA y") (1=1, 2, ,1) 

使 用 同一 点 的 另 一 坐标 系 yy ，y*，…，y"， 则 


QI 9X dyi 
= -一 一 (5.1 
dt 3y! dt 1) 


现在 ， 在 点 p 考虑 伴随 的 n 维 切 空间 7。。 于 其 中 ， 设 标 架 el 
se,，…,e, 是 对 应 于 坐标 系 (x9 选 的 ， 而 标 架 Ee1，6;，…，e。, 是 对 
应 于 坐标 系 〈y5 选 的 。 如 果 是 

2 已; 三 dy 3, 


adat | dt 
就 太 好 了 。 参 照 (5.1) 知 此 式 变 为 
axi 。 已 9 
By i =e; 有 即 ei 一 di ,| (5.2) 


af _ 3 3/ 3 _ 9y’ 3 
axi 9yj a 9 yi 5.3) 


因此 定义 切 空 间 (tangent space) 如 下 。 
切 空间 与 对 偶 切 空间 ”在 维 微分 流 形 必 里 取 一 坐标 邻 域 U， 于 
U 中 设 坐 标 系 为 x!，…，x"。 在 口 的 一 点 p 考 虑 一 阶 微分 算 子 
-if 9 1 局 村 
大 ,= (5 ) (ai 是 实数 ) (5.4) 
在 过 里 对 于 函数 "六 = f(x!，…，x")， 此 算 子 是 


Xsf =a(34r) ((5 丰 ) 是 34 在 的 值 ) . 


9X 
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在 这 样 X。 的 全 体 中 ， 如 果 定 义 和 以 及 乘 以 实数 为 
5 二) -er 人 (总 ) 
te( 吉 ) -人 二) 


时 ， 则 上 述 并， 的 全 体 作 成 问 量 空间 。 它 是 n 维 的 。 原因 是 ， 任 
意 上 兴 。 可 以 写成 〈5.4) 的 形状 ,而 且 如 设 下, =0 则 得 三 xi =ai=0 
(j=1, "…, 7)。 

这 种 针 。 全 体 作 成 的 向 量 空间 称 为 在 U 的 p 处 的 切 室 间 ，、 记 以 


Ts。 又 ei= (7)， 称 为 关于 华 标 系 x'，…，x" 的 自然 标 架 (na- 


tural frame), 


今 有 复 盖 点 p 的 其 他 坐标 邻 域 U， 变 其 中 的 坐标 系 为 y!，…， 
y"， 令 关于 此 种 坐标 系 的 自然 标 架 为 5i= (57r)， ， 从 (5.3) 得 
dyiN 一 
e= (5 
这 是 在 坐标 变换 CX 。，…， XxX")—>(y', “yy") 下 ， 目 然 标 架 的 
变换 . 
其 次 考虑 切 空间 T。 的 对 侦 向 量 空间 7s*。 Ts* 的 元 9 是 在 
7 的 元 蔷 ， 上 取 实 数值 的 线性 函数 ， 其 值 是 《9， 无 ,》. 今 对 于 自然 
标 架 := (5 ) ， 设 在 了 。 内 的 对 侦 基 亡 为 f*， 对 于 另 一 个 自然 


标 架 e;， 设 为 i， 则 


今 对 于 函数 亚 ， 考 虑 To* 的 元 〈《-) P， 则 得 


一 开 2 一 


OE TE 


CD ( 侣 加)7( 各 ) 人 0- (的 )7 


下 本 举 标 系 的 选 法 无 大。 称 此 7, 的 元 为 国 数 FF 在 点 p 的 微分 ， 


特别 当 已 =x 时 ，3 生 =8;(， 故 《dx'), = 所 。 因 此 可 写 做 
/9F No 
(dF), = (3 ), (ds ),， (5.5) 
由 此 可 导出 下 列 各 性 质 。 
(dF +G)),= (dF ), 十 (QCr)oy 
(dlcF)),=cldF)。 《< 为 常数 ) (5.6) 


(d(C(FG)), = (dPF)pGp + odGp 


又 因 (a7), 与 (dx!), 是 对 偶 基底 ， 故 


(dXxi)p, (#7), y=8; 
因此 得 
《aiCQ xi p(T), >》 = ap 


和 磅 别 是 


re) 
向 量 场 〈vector field) 在 坐标 邻 域 过 的 各 点 p 的 切 空间 ， 关 
于 自然 标 架 考虑 分 量 为 ai=ai(x', x*， "XxX") 的 反 变 问 量 ， 称 之 
为 反 变 向 量 场 ， 记 做 


， 0 
X=a 9xt” (‘5.7) 


当 ai=1l，…，1H) 为 C* 级 函数 时 ， 称 此 向 量 场 是 C” 级 的 。 特 别 
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是 从 自然 标 架 的 基底 决定 的 向 量 场 为 X;= 了 《i=1，…，m)， 自 
3 3 
然 ， 二 向 量 场 和 =arav,， 了 = 的 和 ， 艺 与 国 数 R=ROX 
和 + 了 = (oa+b) -ARX= (Ra 。 
x! Ox! 


这 样 ， 向 量 场 在 各 点 作成 向 量 空间 。 
如 果 某 域 已 由 几 个 坐标 邻 域 复 盖 ， 在 各 坐标 邻 域 中 给 定 反 变 疝 量 
场 ， 在 二 域 的 公共 点 向 量 场 相同 时 ， 则 称 在 此 域 D 上 给 定向 量 场 . 
在 坐标 邻 域 忆 中 在 各 点 媳 的 对 偶 切 空间 里 关于 自然 标 架 给 定 分 量 
为 a;=ai(x!，x*，…，Xx") 的 共 变 向 量 时 ， 称 之 为 共 变 向 量 场 ， 记 
m= adxi, (5.8) 


也 称 为 一 次 微分 形式 、 又 有 函数 万 ， 如 果 ai = -3 条 则 由 〈5.5) 知 ， 
令 dF = gx 
. D Xi 


是 自然 的 。 这 时 ， 关 于 函数 下 ，CG， 从 〈5.6) 得 
dF+G)=dF+dG,， dcr)=cdam (ec 是 常数 ) ， 
apPe)=aG+edaG。 

一 次 微分 形式 全 体 也 作成 向 量 空间 。 又 能 在 几 个 坐标 邻 域 复 盖 的 

域 上 考虑 一 次 微分 形式 。 
推广 这 种 想法 ， 则 可 考虑 张 量 场 例如 二 阶 张 量 场 局 部 地 可 由 

MX Xp 2 的 函数 aii， Qijs Qi 定义 如 下 ， 


3 
机 Gadxi ， 


， 0 
ij. . , i Fi 
0 9 3 ? QidxiCdxi, ai 


与 向 量 场 一 样 可 以 推广 到 域 全体 上 去 。 除 此 之 外 ， 


9 ， 9 ， 
axi, = 《GiQ xi, bi 3 > = aib', 
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TA et te HA -air 六 Ri TT hE RE et EE rr tot 


dF, bi _2 = ji 3F_ 
9 x] 


dxi”" 


外 微分 形式 ”在 点 p 的 对 偶 切 空间 7,* 上 考虑 外 积 。 关 于 自然 
标 架 讨论 之 ， 如 果 用 反 称 张 量 《ai,;,…i,)， 则 A 次 外 形式 可 写成 


1 


Rk! 


至 于 肥 称 张 量 场 是 ai ii 为 X X “9 …9 Xx" 的 函数 ， 这 时 ， 在 各 
点 沽 虑 的 〈《5.9)》 全 体 


i i Cdxii)s A (dxii)p A A (dxi'k), (5.9) 


1 


0 有 Qiis wipdXx tdx :A Adx'n (5.10) 


是 局 部 地 在 坐标 邻 域 里 定义 的 & 光 外 微分 形式 (也 简称 微分 形式 )。 文 
当 域 已 由 几 个 坐标 邻 域 复 盖 ， 在 各 邻 域 里 (5.10) 有 定义 ， 在 二 邻 域 
的 公共 部 分 它们 是 一致 的 ， 这 时 在 万 全 体 上 可 定义 外 微分 形式 。 
& 次 外 微分 形式 在 各 点 作成 同 量 空间 。 上 再 按 上 自然 方 法 考虑 有 R 次 外 
微分 形式 与 1 次 外 微分 形式 的 外 积 ， 则 得 &+! 次 外 微分 形式 。 
外 微分 形式 = iiaxi AdxaA…A dxth (5.11) 
的 外 微分 wo 的 定义 是 
d@=dai i, .inp dxiiAdx AAdxt (5.12) 
关于 外 微分 下 列 性 质 成 立 。 
(1) 当 @，o” 是 同 次 外 微分 形式 时 ， 则 
dw+ow)=aqdo+ dw/ 
(2) 若 @ 为 次 ， 则 
dAw)= doAw +(—1)0Adw’ 
(3) 当 了 是 函数 时 ， 则 
d(fo)= fdo+dfAw 
(4) 当 f 是 函数 ，@=df 时 ， 则 ado=0 
证 明 〈1) 显然 。 在 〈2) 里 令 
0 = 0 i dx Adx'i: A Ndx'k, 


2 
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Mh Hi rope mt pe hy. oA LPT PR ER 


OW =Di1dX Ad 人 人 da 

则 

@ 八 @ = a ; 

人 aa 
根据 定义 求 d(@Ao")， 注 意 
Q ai 
以 及 

di 41,wi, Ndxi Adxi A Aqdxit Adxit Adxi:A...Adxi! 

=(— Ddx' AdxA"AdxisA (db; 1,..1, Adxi' Adxi: A … 

A dxii) 


pA [ 


iii 人 do 人 人 dx 人 dx 人 dx 人 


则 
d(wAw)=doAo +(-1)wAdw’ 
(3) 模仿 《2〉 吻 证 . 
(4) 因 0=df=-3 dxi， 则 
-ul 93/ - 3f j 
do=d( 56) Nd = sd dN dex! 
然 因 
of a°f 1 , 
Br dar? ddim da Ade 
故 dw®=0 


， 从 性 质 (1)，、(2)，(3)，(4) 可 见 ，do 的 定义 与 坐标 x!,x?。 
…， xX” 的 选 法 无 天 ， 证 明 如 下 。 
设 将 
Xi=fi(yl, ys yy") (i=1, 2, ,1) 
代入 《5.11》 而 得 之 式 为 
O=biliowigdy AdyAAdy's (5.13) 
于 式 中 将 Ys Ys 1g Yih 看 做 MX XX" 的 函数 并 外 微分 
之 ， 则 由 《3) 得 
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二 


do= dbi iywis NN (dy Ady:AAdy's) 
thaiowind dy /Ndy:A.Ady'k) 
册 (2)，(3) 得 
dl(dyi:Ady A.…Adyi't) 

=d(dy)A (dyi:A-...Adyit)—-dy’i Ad(dyi:A..…Ad yis) 

= —dy"MAd(dy*:A.…Ady’'i) 
及 复 作 下 去 可 见 为 0 ， 得 

do=db; i,.wig Ndy "Ady*ANdyi's 

在 《5.13) 里 将 7:，> ，…， 看 做 坐标 ， 根 据 定 义 求 dw 而 得 
之 式 与 上 式 相 同 。 “证 毕 ) 


$6 ”完全 可 积 微分 方程 
” 个 变数 Xi Xa sg Xr 的 一 次 微分 形式 有 ? 个 ， 设 它们 是 


Wi= 》 aip(x)adx (=1，2，…，1) 《6.1) 
ful1 
又 设 它们 线性 无 关 。 当 然 r 宇 n。 这 时 ， 如 果 方 程 组 
Oi=0 (7i=1, 2, '*…, 1) (6.2) 


有 z 
PiCXiy Xs, ss Xr)=ci (f=1, 2, :…,n) (6.3) 
(ciy，， cz …， ca) 是 某 域 的 任意 点 
而 且 ”行列 矩阵 〈3PVaxs) 的 秩 为 7 (6.4) 
的 解 时 ， 则 称 此 微分 方程 完全 可 积 (completely integrable)。 这 里 
所 说 的 解 是 在 条 件 〈6.3) 下 (6.2) 恒 成 立 。 又 完全 可 积 这 个 性 质 与 
变数 的 取 法 无 关 。 
这 个 条 件 又 可 叙述 如 下 。 
定理 4.8 〈6.2) 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 经 过 适当 的 变换 
Xp=j(yi，， V2 9 Yr) (p=1, 2, ,7), 
oi 变 为 下 列 形状 。 
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oi= bi(y1, yz29 pr)adyi (i=1, 2, '", 7n) (6.5) 
j= 1 


证 明 充分 性 显然 。 必 要 性 通过 以 下 讨论 可 见 。 因 为 (3F;/3xb》 
的 秩 为 x"， 改 如 有 和 需要， 适当 更 换 变数 x1，x，，…，xX， 的 号 码 可 设 
det( 让 Js (7，7=1，2，…，7) 
今 对 于 解 的 已 (xi，xa，…，xr)， 取 
yi= Fxg Xas sg XA) (71=1, 2,'"., 7) 
为 变数 的 一 部 分 ， 以 后 的 变数 到 做 xsti，…，Xr; 以 yya2，…， 
yn Xnt+19 …9》 YXr 为 全 体 变 数 时 ， 则 得 


ai= 9,bii(y1, y2s 9 Yr)d yit 2 pic(y1，ya，…syr)dya 


j=1 GmeW 二 1 


此 式 当 多 一 Ci (常数 ， j= 1， 2, “'', 71) 时 为 0， 故 


> bia(ci， “sy Chny Vn+is "sg Yr)d ya 二 站 


区 吧 有 十 二 
因 Ci 任意 ， 故 得 bialy!1, V2 “9 Vy:)=0 (证 毕 》 . 
定理 4.9 《Frobenius 定理 ) 当 


Wi= Yaip(X1, ‘0 , Xr)dxp (i=1, 2, *'…, 7) (6.6) 


pul 
线性 无 关 时 ，@%;= 0 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 
doj= oN (i=1, 2, ,7) (6.7) 
Jj 


证 明 ”必要 性 。 从 (6.5》〉 通 过 以 下 讨论 可 见 。 由 (6.5》 知 
daoi= 2 .db 人 dy 
再 由 〈6.5) 知 dyi= >cpoiji。 将 此 式 代 入 上 式 便 得 〈6.7) 的 形状 。 
四 i=! 
充分 性 。 有 反之， 设 (6.7) 成 立 . 今 因 % 行 r+ 列 和 矩阵 〈cip) 的 秩 


为 ns 政 如 有 必要 ， 更 换 变 数 以 19 Xz2, 
…，X， 的 号 码 ， 可 以 设 det(ai;)S<0 (1, 
j=1，2，…，1)。 这 时 从 oi=0 解 出 


dxi= YW eia(xis's Xr dxa (6.8) 
GQ=f+1 
(i=1, 2,*……, 1) 
这 时 令 

第 4,10 图 


Xa 一 X%(C0 二 Gaot 


(x'8，aa 是 常数 ，a=n+1，…，7) ， 则 《6.8) 变 为 


= ealXisgs Xa XN tantits"s Xr tart)aae (6.9) 


= 
(1=1, 2, *……, 1) 
将 此 式 看 做 变数 + 的 微分 方程 ， 设 在 初始 条 件 | 
当 t=0 时 ，。 Xi= ei (6.10) 
下 的 解 为 
Xi= pill, antis ‘ss Gr Cis *'» Cn) (6.11) 
则 
Ci 二 站 (0，a ip Qr;y Cl 9 Cn) 
现在 将 (6.11) 的 q; 看 做 上 4，oai …， oa 的 函数 ， 将 此 
Xi= 中 | 代入 
doi= > oj 人 Ti 


先 设 gsr1，…，a, 一 定 ， 因 xi = 9 满足 (6.9)， 故 oi= 0。 因 此 ， 
Cr+1l …9 Ur 也 看 做 变数 时 可 令 
oi= 2 giadao (6.12) 


当 1=0 时 ， 不论 ci，…，a 是 什么 ，xa=xce 3=ci 琢 Xp = 
一 定 〈b=1，2，…，7) dxp=0. 从 而 也 可 以 说 
在 1 二 0， Gia= 0 
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rr i 


因为 doi= 于 wm 人 Am。 故 令 wi= prdi+ 民 gmndao。 如 果 只 考虑 人 


df 的 项 ， 则 
ge dtAdaa = 一 2 gapudtN da 
由 此 得 
ie 一 Do grape (6.13) ， 
然 因 当 t=0 时 gic= 0， 改 由 微分 方程 的 解 的 唯一 一 性 定理 知 ， 人 入 
=0, 
o;=0 (6.14) 


邑 在 (6.11) 里 ， 将 19 Qntis ‘> dr 看 做 变数 时 ， 则 (6.11) 是 (6.14) 
的 解 。 这 时 ， fs Gr+19 “> Gr 不 是 独立 的 ， 而 且 


i 
(i, Ra is "sg pa, ) = :lt, dn+is …9 Gy;)。 


原因 是 ， 左 边 的 函数 仍然 满足 微分 方程 (6.9) 而 且 当 t=0 时 ， 
中 ;三 Cie 
于 是 令 R=t, 则 oP; 可 看 做 Orth nt nt Cr 一 
2 的 函数 ， 
由 (6.10》 可 见 ， 在 Xnt1 = XH "9 Xy = X 0) 
99i AN - 。 ，- . 
det( 5 ac 3 )= 1ss0 (71, 7=1,，2, ， 7) 


故 在 它 的 附近 ， 从 (6.11) 解 出 Cl ”9 Crs 可 以 看 做 
Ci= FX, MX 7 Kn Xntils “9 Xr) 


因为 Cl …， Ch 取 任 意 的 值 ， 所 以 
3 五 
《二 的 猴 =， (7?=1, 2，…，13 p=1, 2, *…, 7r) 


显然 《证 毕 ) 。 
注 定理 4.9 是 在 oitz 一 1， Zs … n) 线性 无 关 的 假设 下 讨 
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论 的 ， 但 是 即使 @; 线性 相关 ， 此 定理 也 成 立 。 
Frobenius 定理 常常 以 下 述 形 式 出 现 。 在 
oi= Saipdxp =0 (1=1, 2, *'*» n) 


pl 
里 ， 设 det(a;;) 坟 0， 解 出 dxi，…9 d xn 得 
dXxi= Tri (6.15» 
式 中 令 Xn+p—= i (R=1, 2, ,rr—7), 


T= jadialX1, "9 Xny 1 ft, ndto 
(6.15) 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 


将 dxj= 7; 代入 dr 里 得 0 。 
原因 是 ， 令 oji=adxi 一 m， 则 woi= 一 aqmi。 
doi= 于 人 mi 
i 
成 立 的 充 要 条 件 是 当 @i=dxi— T=0 了 时 dw;=0., 
例 考虑 n 维 向 量 空间 的 nn 个 回 量 el，:…，e,。 又 给 定 了 
oi = pave(t, 12» …5 fg 如 (i, 了 = 1， 2 …? ?1) 
ken 1 
时 ， ej, es ,en 为 未 知 癌 量 的 微分 方程 
dei= >》 ,ijel (i=1, 2, '.……。 7) (6.16) 
j= 1 
完全 可 积 的 条 件 是 外 微分 右边 而 得 之 式 中 再 将 (6,16) 代入 de, 的 地 
点 后 变 为 0 。 即 将 〈6.16) 代入 


> ，doiieit+ Zadei 人 ai=0 
i j 


> (人 doii 一 DS wi A wi)e;=0 
1 RR 
即 
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doi;— >》 oz 人 opj=0 (6.17) 
有 


这 是 所 求 条 件 。 即 ， 这 时 ， 对 于 任意 给 定 的 同 量 4&1，…，@a,, (6.16) 
存在 
当 1 一 1 .= 去 时 ,e, =al， “sg ,二 A, 的 解 eli9y…9 en。 
(6.17) 是 过 去 经 常 引 用 的 结构 方程 。 


习 题 四 


1 设 在 ” 维 疝 量 空间 天 中 有 二 维 子 癌 量 空间 LK,， 于 过， 中 有 取 
任意 两 个 线性 无 关 的 向 量 xX, 了 。 在 六 中 决定 一 基底 后 ， 设 Xx，y 的 
分 量 为 《X X”， MX) (7 y’, YD), 令 

a 
p'’= l | (1, j=1, 2, *……, 1) 
yy 2 


试 证 pi 的 比 在 工 ， 上 与 x，y 的 取 法 无 关 。 设 i 二 i 时 ， 到 Cn 一 


1) 个 数 pi 称 为 工 ; 的 Pliicker 坐标 。 
2 在 nn 维 同 量 空间 里 ， 设 ”个 同 量 qi(i=1，2，…，7) 关于 
一 基底 的 分 量 为 (ai'，Q;:"，。 “Qa;:”") 时 ， 问 
A=det(a;') 
在 基底 变换 下 怎样 变化 ? 
3 ” 试 证 在 欧 氏 空间 里 
|Ix+y|<ix|+|y| 

4 在 欧 氏 空间 里 ， 在 平面 (xz，c) =k(a 为 常 向 量 ，k 为 常数 ) 
上 试 求 离 点 闫 最 近 的 点 。 并 求 其 距离 。 

5 使 用 确定 的 共 变 对 称 张 量 g = (95)， 定 义 任意 二 反 变 向 量 
w= (Wi)，v= (vi) 的 内 积 为 (4，v) = giyuivi 时 ， 则 保持 任意 的 (4， 
24)》 不 变 的 线性 变换 保持 任意 内 积 (w，v) 不 变 。 试 证 明之 。 

6 设 《gii) 为 二 阶 共 变 张 量 ， 而 且 det(95)s0， 试 证 其 逆 和气 
阵 (gH 为 反 变 张 量 的 分 量 。 


一 22 一 


7 如 图 所 示 ， 在 圆 上 将 关于 圆心 对 称 
的 点 贴 在 一 起 而 得 曲面 可 以 考虑 表 里 吗 ? 

8 在 三 维 空间 里 ， 关 于 直角 坐标 满足 

x 三 XxX; (mod 1) (=1,2,3) 

的 二 感 《Xx1，X%，X%) 与 (XxX1，X2， xs) 看 
做 相同 点 而 得 三 维 流 形 可 定 同 吗 ? 

9 设 aias，as 是 Xi1，X2，Xs 的 
郑 数 ， 对 于 % =adx1+asdx;, 十 QadXxs， 试 第 4.11 图 
证 下 列 性 质 。 

(1) o 为 全 微分 的 充 要 条 件 是 

3 - 3 =0 (i, 7=1,2,3) 

(2) %=0 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 


9a2 _ as +a :( 52s — da 十 C 01 22 ) = 0 
9X3 9X， Ox 9Xa xy 9X 1 


10 设 ai 是 x!，x?*，…，x” 的 画 数 ， 对 于 @=aidx!， 令 


do = -Aidx' Ndx! (Ai;= — Aii) 


则 每 


而 且 (A;;) 是 张 量 的 分 量 。 试 述 其 理由 。 


11 设 aij= 一 aji 是 xl，x 和 … x” 的 函数 ， 对 于 © = 


aijdx' 八 dxi， 令 


doa = EAindx! A dxiA dxt 


式 中 的 4; 当 i 7。 有 作 置换 时 ， 使 绝对 值 不 变 。 使 符号 
在 偶 置换 下 不 变 ”在 奇 置换 下 变化 ， 
试 证 这 时 的 (4i;s) 是 反 称 张 量 的 分 量 。 
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第 五 章 “” 仿 射 联络 空间 
$1 仿 射 联络 


前 章 我 们 阐述 了 在 n 维 微分 流 形 的 各 点 对 应 以 切 空间 向 量 空 
间 ， 但 尚未 给 出 方法 用 来 对 比 不 同 点 处 的 切 空间 。 对 于 三 维 欧 氏 空 
闻 的 曲面 ， 通 过 沿 此 面 上 的 曲线 展开 可 以 给 切 平面 之 间作 对 比 。 而 对 
于 维 微分 流 形 ， 仿 射 联络 就 是 一 种 方法 用 来 对 比 切 空间 之 间 的 关 
系 。 在 这 种 情况 下 ， 取 切 空 间 比 欧 氏 空 间 稍 普遍 些 的 仿 射 空间 。 下 一 
章 讨论 黎 曼 空 间 时 ， 取 切 空间 为 驳 氏 空间 。 

设 ” 维 微分 流 形 M 的 邻 域 以 里 的 坐标 系 为 x?，x?，…，x"， 在 U 


市 各 点 p 处 的 切 空间 了。 内 取 自然 标 架 1 = ( 52) ，…，eo= 


(G3) .这 时 ， 各 果 色 定 n? 个 一 次 微分 形式 
wi=T dx (i, j=1, 2, ,1) (1.1) 
用 此 量 可 将 切 空间 7 了 7。 展 开 在 仿 射 空间 里 讨论 如 下 ( 式 中 了 i 是 x!， 
x?，…,x， 的 函数 )。 在 这 种 含义 下 ,(1.1) 称 为 仿 射 联络 的 微分 形式 ， 
当 此 联络 给 定时 ， 则 称 在 U. 上 给 定 仿 射 联络 (affine connection) 。 
考虑 展开 时 ， 在 U 内 取 晶 线 cx:= x!(D)， 沿 < 


nh 
oOi =0dt (0 = T 记 -7 是 t 的 函数 ) 


今 设 p，7，,，7，,，，…， 了 17, 为 未 知 向 量 。 将 微分 方程 
dP dx 了， dl = Ci 


a re 


dt dt ” dt 
在 初始 条 件 当 t=t。 时 


{i?=1, 2，… ,7) (1.2) 
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p=a, li=ci (=1，2，…，1) (1.3) 
下 解 之 ， 其 中 设 ce1， ce。，…，es 线性 无 关 。 于 是 z 
7,，7:，…，7， 总 是 线性 无 关 (1.4) 
可 以 证 明 如 下 。 - i 
今 对 于 仿 射 空间 内 固定 基底 ， 设 了，7:，…，47， 的 分 量 作 成 的 
行列 式 (将 各 向 量 的 分 量 排 在 各 列 上 ) 为 


4=[7，7:…，7.] 


由 行列 式 的 微分 法 知 
CA = 和 
ar 一 2 [1 9 
故 将 (1.2) 代 入 之 得 


SE = oi4 
然 因 在 1+=t。 
了 =Kci，c2，…… caJss0 
改 满 足 此 微分 方程 的 4 不 恒 为 
0。 即 (1.4) 得 证 。 
其 次 证 明 ， 若 改变 初始 条 


件 (1.3)， 则 (1.2) 的 解 可 通过 原 第 5.1 图 
来 的 解 经 仿 射 变换 得 到 。 
设 以 (1.3) 为 初始 条 件 的 解 为 
p=atuic,, ,=tic; 《1.5) 


则 (1.2) 变 为 下 式 。 


i 了 
= 过 ti's < = OA (1.6) 
于 是 设 新 初始 条 件 为 
当 = 加 时 p=@, T=¢e: (1.7) 


作 
Ge | 各 (1.8) 
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由 (1.6) 知 ， 这 是 满足 (1.7) 的 方程 (1.2) 的 解 。(1.5) 在 仿 射 变换 下 得 
(1.8) (参照 p。104) 。 

于 是 在 曲线 c:xi= xifi) 上 t=t6 的 点 bo 处 的 切 空 间 ， 使 其 月 
然 标 架 与 c1，…，c， 重 迭 ，c 上 上 各 点 实现 在 点 P 处 ， 在 各 点 的 自然 
标 架 与 Z,，…，7， 重 迁 ， 则 可 以 认为 沿 曲线 c 的 切 空间 实现 在 仿 射 
空间 里 。 这 就 是 沿 此 曲线 c， 具 有 仿 射 联络 的 空间 也 的 展开 。 

由 上 述 讨论 可 见 ， 展 开 全 在 仿 射 变换 下 合同 . 

以 下 考虑 的 不 是 自然 标 架 e;= -于 了， 而 是 更 普遍 的 标 架 。 先 取 
det(p 站 ss0 的 人 个 国 数 pii= pii(x!，x:，…，Xx")， 令 

@i= bifei (1.9) 
取 @), €,, … en， 为 切 空间 Tp 内 的 新 标 架 ， 设 (pii) 的 逆 和 矩阵 
为 (qii)， 令 
: i= gpid x’ 


则 决定 展开 的 式 子 (1.2) 变 为 下 式 。 第 一 式 变 为 


于 是 令 
7,= pl (1.10) 
则 
dp oT 
dt dt 


而 从 (1.2) 的 第 二 式 得 


{roe dpiNy (pio db sy 
=(P af ~ dt =(P 和 ja ， 


:i 去 帮主 + dpirqsi (1.11) 


则 得 
(1.12) 


可 见 ， 对 于 (1，2) 的 解 p=p(t)，4;=1i(t)s 由 (1.10) 决定 的 7,= 
4;(t) 与 p 关 于 由 (1.11) 决 定 的 6: 满足 (1.12)。 在 这 种 含义 下 ,关于 
7 的 标 架 豆 ,，…，, 人, 由 (1.11) 决 定 的 gj 以 及 关于 自然 标 架 el，…， 
e， 决 定 的 of 给 出 相同 的 展开 。 因 此 称 这 两 个 of，5i 决定 相同 仿 
射 联络 . : 

特别 当 x!，x?，…，x" 变 为 别 的 坐标 系 也 '!，?，…，W"， 设 
对 应 的 自然 标 架 为 E,，g，，…，s,， 则 由 第 四 章 (5.2) 得 

3 元 | 一 oxi 


er i RH e ;= FT 


(1.13) 
因此 这 种 情况 相当 于 (1.9) 里 令 pi = 3 之 时 。 

更 普遍 些 ， 关于 不 一 定 是 自然 标 架 的 两 组 基底 © 与 eli， 
…， 6， 给 定 相 同 仿 射 联络 形式 (od)，(oi) 时 ， 若 

@i= bifeiy 枚 @i= pji@ti 

则 可 以 验证 (1.11) 依 然 成 并 。 

今后 假设 当 给 定 仿 射 联络 时 其 展开 式 是 ， 将 (1.2) 里 的 p 换 以 
x， 又 《 ”多 《， 换 以 es “> ©, 得 

dx=w!'e, aei=oilej (1.14) 

方才 在 一 坐标 邻 域 中 讨论 了 问题 ， 
在 微分 流 形 必 上 的 仿 射 联络 可 以 讨论 如 
下 。 

当 M 由 坐标 邻 域 VU; 复 关 时 ， 

(1) 在 各 U; 中 ， 仿 射 联络 是 确定 


的 。 / : 
(2) 在 Cn 里， 在 UU 里 确定 第 5.2 图 
的 仿 射 联络 与 在 U; 里 确定 的 仿 射 联络 一 致 。 
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易 见 ， 当 在 M 上 定义 着 这 样 仿 射 联络 时 ， 则 沿 M 中 的 曲线 C 可 整 
体 地 定义 切 空 间 的 展开 。 

对 偶 切 空间 的 展开 ”以 前 讨论 了 切 空 间 的 展开 ， 再 来 探讨 对 偶 空 
间 之 间 的 联系 。 设 切 空间 的 基底 el，ez，…，e, 的 对 偶 基 底 为 f'， 
f?, "9 f", 则 


《下 ，ei> 一 if。 二 (1.15) 
在 展开 时 ， 对 于 e; 的 微分 
aqei=aijiei 
令 fi 的 微分 
dfi= nifrt. - . 《1.16) 
从 (1.15) 得 到 式 子 
fi, de:» + Ldfi, ei» = 0, 
将 上 二 式 代入 之 得 
oil rif=0 
- 故 得 对 偶 基 底 的 展开 由 
dfi= -o,fi (1.17) 
而 定 。 


共 变 微分 在 具有 仿 射 联络 的 空间 里 ， 有 有 反 变 向 量 场 vw， 关 于 各 
切 空间 里 取 的 基底 el，e:，…，e， 设 分 量 为 v'， La …， 2 风 | 
此 向 量 为 vie;。 现 在 把 它 展开 在 仿 射 空间 中 ， 则 


d (vie.) =dvi'e; +vide,; 


由 (1.14) 可 网 oe 
d (vie,) = (qv' + vi@,i)e; (1.18) 
故 可 定义 此 向 量 场 的 共 变 微分 (绝对 微分 ) 为 
z Dvi = dv!+ vioy (1.19) 
这 时 ， 阳 着 基底 变换 
219 @2 9 ce 一 ee 1， e 2， ‘6, 
设 分 量 的 变换 为 
UL， U,VU'>2 ,9!, “0 9" (01)—> (i!) 
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则 令 
Do'=dV'+ VI; 


时 ， 由 ziei=1ie， 可 见 


当 沿 曲线 c， 反 变 向 量 场 v(v1，v?,…: ,v") 的 共 变 微分 为 0， 即 
Du =0 时 ， 如 果 沿 此 线 将 切 空间 展开 在 仿 射 空间 之 中 ， 则 由 (1.18) 
知 ，zie; 是 确定 的 向 量 。 即 在 此 展开 下 ， 在 仿 射 空 宇 间 中 作成 实际 的 
平行 问 量 场 。 

又 在 空间 里 有 向 量 场 v， 若 其 共 变 微分 恒 为 0， 则 称 此 向 量 场 为 
Md 了 向 量 场 。 这 时 ， 沿 任意 曲线 的 展开 在 仿 射 空 间 中 生成 平行 同 量 

。 象 这 样 在 空 5 间 全 体 上 的 平行 同 量 场 未必 总 存在 ， 

例 ”关于 切 空 x 间 的 基底 ei，e2，…，ens 当 联 络 满足 

oi=0 (i=1, 2, ,7) 
时 ， 则 向 量 场 v= (1，0，0，…，0) 满 足 Dv' = 0， 
其 次 ， 在 四 
用 中 = 了 il 
中 ， 称 (Pio9 为 (9 的 共 变 导 数 。 它 是 (1,1) 型 张 量 。 
符 别 关 于 自然 标 架 ， | 
Dvi=dvi vk, = (3 tT )ax: 
由 此 得 
V iv = 3 + DAT : (1.20) 
对 于 共 变 向 量 场 4= (wu1，4s;，…，24)， 根据 对 偶 基 底 的 展开 式 
(1.17) 知 
d (uf)= duefitudfi= (du oiu)f 
于 是 定义 共 变 微分 Du; 为 
Du: = du; — uj®ii 
则 对 于 基底 变换 得 : 
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Du; = pi’i Du; 
至 于 共 变 导数 了 jw; 是 由 
Du:= 7 jui* ©! 
定义 的 。 以 此 量 为 分 量 的 张 量 (7 jm) 是 二 阶 共 变 张 量 ，。 
在 自然 标 架 下 : 


» 
V jt = Tt (1.21) 
x 


对 于 二 阶 混合 张 量 += (tj')， 定 义 其 共 变 微分 为 
| Dtii= dt + to — te'0;" 
这 时 ， 在 基底 变换 下 
Dtiive, Bf! = DFE fi, 
原因 是 ， 在 展开 时 
d (tiiee: WF) = Dtiire: Ofi, 
再 由 Dt = ti 
定义 共 变 导数 了 iti'。 
二 阶 反 变 张 量 (114) 与 共 变 张 量 (#i;) 的 共 变 微分 的 定义 分 别 是 
Diii = dtii + ttio,! + toi (1.22) 
Dt;; = dtij; ~ tai Ot ~ tigojt (1.23) 
共 变 导数 了 ti， 了 tii 是 由 
Dii=pVetiio@ms, Dtis=V ti ®" 
定义 的 。 张 量 (Psi) 是 (2,1) 型 三 阶 张 量 。( Pei ) 是 (0，3) 型 三 阶 张 
量 。 
又 当 
Dtij=0, Dtii=0, Dii=0 
时 ， 分 别称 (fi)，(ti)，(t11) 是 平行 张 量 场 . 
对 于 一 般 的 (r+，s) 型 张 量 ， 完 全 一 样 可 以 讨论 这 样 性 质 。 
对 于 任意 张 量 t， 记 其 共 变 微分 为 Dt!， 则 下 列 定 理 成 立 。 
定理 5.1 当 4, vv 为 同型 的 张 量 场 时 ， 则 
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Dlu t+v) = Dut+ Dv 
当 u,v 是 张 量 ， 但 不 要 求 是 同型 时 ， 则 
Du vo) = DuWv + uu Dv 
特别 当 了 是 函数 ，2& 为 张 量 场 时 
Dlfu) = df Out FDu 
证 明 全 都 容易 验证 。 在 这 里 证 明 4 为 (1,0) 型 ，v 为 (0,1) 型 时 
DuBv) = DuOv tu Dv. 
设 uu= (wi))，v= (vj;)， 风 
Dluiv;) =d (wiv) + utvie Op! — WVD® 
= (duit+uoi)v; tu:(dv; ~ vO) 
= Duivv; + uie Dv, (证 毕 》 
一 般 地 说 ， 在 给 定 仿 射 联 络 的 微分 流 形 WM 上 ， 沿 M 上 的 曲线 可 进 
行 张 量 的 平移 如 下 。 先 对 反 变 向 量 作 说 明 。 设 在 上 有 曲线 c: >x = 
Xxi(1)， 在 c 上 一 点 pi1(t=t) 处 的 切 空间 了 ,， 里 有 向 量 a= (ac .在 
急 始 条 件 - 
当 t=t， 时 ，vi=ai 
下 解 v 的 微分 方程 
Dvi=dvi+vtaiqt=0 (在 Qs 里 令 xi=xi(t1) 得 aodt) 
在 各 T。 内 考虑 以 此 解 (v) 为 分 量 的 向 量 ， 称 之 为 将 1=t， 处 的 向 量 
(ai) 沿 此 曲线 c 平移 而 得 者 。 
共 变 向 量 以 及 一 般 的 张 量 也 完全 一 样 讨论 。 
一 般 地 说 ， 涛 存在 平行 张 量 场 〈 包 括 向 量 场 ) ， 则 沿 此 空间 的 曲 
线 适 当地 选取 标 架 可 使 该 张 量 的 分 量 沿 此 曲线 是 一 定 的 。 原因 是 ， 在 
此 曲线 上 一 点 p。 处 的 切 空间 里 取 标 架 ， 沿 此 曲线 平移 之 , 则 在 各 荆 ， 
里 得 到 的 标 架 e/，…，e, 满足 de;=0， 故 
Qi = 0， 
共 变 微分 为 0， 从 而 张 量 的 微分 是 0， 分 量 是 常数 ， 
测 地 线 ” 设 仿 射 联络 空间 MM 中 的 曲线 为 c， 沿 此 曲线 将 自己 展开 
在 仿 射 空间 中 、 若 此 线 变 为 直线 ， 则 称 c 为 M 的 测 地 线 或 道路 。 
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re tmp pmp “et rE Pi rt 


pp 


今 设 测 地 线 c 为 p= p(t)， 它 在 仿 射 空间 里 的 展开 为 x=x(1)= 
ia+ea， pb 为 常 回 量 )， 则 


x oi 
和 二 . d 一 人 . 


dt dt 


因 -49 = 0， 故 由 此 式 得 
(ee 


故 
i J 了 
本 
这 是 测 地 线 的 微分 方程 。 令 v'= -六 ， 它 是 “的 切 向 量 的 分 量 ， 
则 (1.24) 变 为 
Dv _ 
dat 


即 
适当 地 选取 参数 ， 则 测 地 线 的 切 回 量 沿 些 而 地 线 平 行 


$2 仿 射 联络 的 挠 率 与 曲率 


假设 在 微分 流 形 M 上 给 定 仿 射 联络 。 今 设 局 部 坐标 为 x!，x?， 
…，x"， 对 于 自然 标 架 -地 了 在 切 空间 内 取 由 


9 
ei=Sij 一- (sid=Si(x!l, xX, .7 X")) 
dx] 


而 定 的 标 架 el，…，ens。 设 (si 的 逆 和 矩阵 为 (村 )， 则 在 对 偶 切 空间 中 
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一 pe 


由 Oi=tidxi 
决定 对 偶 基 底 “〈 与 p.95 所 述 者 只 是 记号 的 不 同 ) 。 这 时 ， 设 仿 射 联 
络 微分 形式 为 (ou )。 
现在 考虑 由 
€;= piie; (2.1) 


而 定 的 另 一 标 架 ， 设 (pi') 的 逆 矩 阵 为 (q;')， 则 


00i = qj’ (2.2) 
是 它 的 对 偶 基底 ， 如 前 所 述 ， 关于 此 基底 的 联络 微分 形式 是 
Oi = pi gi + d pitqgei (2.3) 


再 用 矩阵 记号 表示 之 。 令 


=(0l, op DN), = OO, 0') 


/pi pep” oil O12 O1™ 人 D1 pol 
po p22 ps | 0 _ Wl WO,2. 9" 6 WD ,2 
则 (2,2)，(2.3) 变 为 

© = oP (2.4) 

Q = PQP-1!+dPP-! (2.5) 

由 (2.4) 得 SP=% : (2.6) 
外 微分 两 边 得 daP-5AdP=do z | 

由 (2.5) 可 见 dP = SP- PQ (2.7) 
将 此 式 代 入 之 得 


diP~mM( dP- PQ)=d0 
青 由 (2.6) 可 见 
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(d6 -56AQ)P=do-oAq 


故 令 

Tr=do-oAQ，T=d5-5AQ (2.8) 
则 TP=+1 (2.9) 
故 T=TP (2.10) 
再 外 微分 (2.7) 的 两 边 得 


0= (dd Pp - 5AdP)-(dqPAQ+Pdg9) 
将 (2.7) 的 4P 代入 之 得 : 
0= dP OACQP- PN)-( NP- PO)AQ- Pad 
因为 OA(PQ)= GRAQR， 故 (dq9- QAQ)P=P(dQ -QAQ) 


今 
@-do-QANQ，6=-doe-GAQR (2.11) 
则 得 
@P=P® z (2.12) 
故 
9@ = POP-! (2.13) 
于 是 令 T=(T) 
岂 j 
tdoi 一 ol 人 ooi (2.14) 
再 仿 9 = (8i) 
则 
: Oi = do 一 oO 人 ci (2.15) 


称 为 此 仿 射 联络 空间 的 的 率 形 式 (torsion form), 称 @ 为 曲 
率 形 起 (curvature form)。 
再 今 


Ti = -TinoiN ot (7 了 和 = 一 人 0) (2.16) 
则 (7 六) 是 (1,2) 型 张 量 ， 称 之 为 挠 率 张 量 。 
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再 令 
QO, = 3 l_ Ri AO A GD CRiiss= ~ Riisg) (2.17) 


则 (Riisi) 是 (1,3) 型 张 量 ， 称 之 为 曲率 张 量 . 
自然 标 架 的 情况 
这 时 ， 关于 局 部 坐标 YX 9 XxX, ‘rg X's 


=dxi (i=]1, 2, ,1) (2.18) 
wi 三 工 ;各 QIXR (2.19) 
则 由 (2.8) 得 找 率 形式 : 
ti=~d(dx'i)—dxiAl,i dx*= ~ Tiidxi/Adx! 
由 此 得 
Tis = Ti — Ti (2.20) 
义 曲 率 形 式 为 


@,i = q (Tisdxt) — (Tilsd x*) A (Tisdxts) 
三 dTi,Adxt 一 工人 OCX 


与 (2.17) 比 较 之 得 1) 
os OT 


Riinn = BF 十 工 ; Mi (2.21) 
以 下 叙述 特殊 仿 射 联络 ， 
( 工 ) 无 找 率 的 情 壳 
这 是 
Ti=0 (2.22) 


的 情况 。 使 用 自然 标 架 ， 令 联络 参数 为 (2.19) 的 形状 ， 故 由 (2.16)， 
《2.20) 知 
Di = T, (2.23) 

这 说 明 Tj 关于 j,k 对 称 。 在 这 种 意义 下 ， 无 找 率 的 仿 射 联 络 也 


1) 下 式 右边 原文 是 尺 ;#1, 此 处 使 用 的 符号 与 L， P, Eisenhart 着 (Riemannian 
Geometry》 的 一 致 。( 译 者 注 ) 。 
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称 为 对 称 仿 射 联络 。 
(I) 曲率 是 0 的 情况 
对 于 某 种 标 架 w!， O° > … 09， 联络 形式 是 0 的 情况 ， 即 


wii=0 
时 ， 由 (2.15) 得 
©.i=0 
这 时 无 曲率 。 
友之 ， 可 证 下 列 


定理 5.2 在 曲率 是 0 的 仿 射 联络 空间 中 ， 适 当地 选取 切 空 间 里 

的 标 架 可 使 联络 参数 为 0， 

证 明 ”这 时 ， 由 (2.11) 知 
@=d2-2ANA2=(0。 (1) 

可 证 这 时 在 各 点 的 切 空间 里 适当 改变 标 架 el es，…enr>ely €,, 
'，。 可 使 联络 微分 形式 的 矩阵 吕 为 0. 为 此 ,只 要 证 出 存在 矩阵 P 
但 |P jse0) 使 得 

HQ= POP-1I+dwPP-1= 
即 可 。 此 式 与 
PRO+rdP=0 (2) 

等 价 。 

于 式 可 看 做 已 = ( 疙 力 的 n>” 个 元 pii 关于 局 部 坐标 x'，…， 

x"” 的 微分 方程 组 。 今 将 (2 ) 的 左边 外 微分 之 得 

d(PO+rdP)=dPAQ+t Pad 

将 (2 ) 的 dP= -PQ 代入 之 ， 则 得 

~ POAQ+PdR= Pld -QAQN) 

由 (1 ) 知 此 式 为 0。 故 根据 Frobenius 定理 可 得 (2 ) 完 全 可 积 ， 在 

MH 的 一 点 加 存在 [P| 六 0 的 已 。 故 取 这 样 的 已 ， 则 G = 0。 

象 这 样 ， 在 曲率 为 0 的 仿 射 联络 空间 MM 里 ， 取 适当 的 标 架 。1， 
e， 可 使 联络 参数 为 0， 展 开 的 定义 式 (1.14) 变 为 
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dxz=we de=0 


ei=ci 〈 常 回 量 ) 
天 不 论 沿 怎 样 的 曲线 展开 ， eiy …， e+ 平行 ， 然而 这 时 
wie, = ic; 


一 般 并 不 是 全 微分 ， 故 能 发 生 下 列 情 况 。 

将 M 上 二 点 ps 9 用 二 曲线 Ci Cz 连结 之 ， 沿 此 二 曲线 将 切 空 
间 的 标 架 展开 在 仿 射 空间 中 ， 关 于 在 p 处 切 空间 的 标 架 R。， 在 g 处 
的 切 空 间 的 标 架 在 沿 c， 的 展开 里 变 为 RD ， 在 沿 cs 的 展开 里 变 
为 RC2) RD 与 R22 的 基本 向 量 平行 ， 但 顶点 的 位 置 一 般 并 
不 一 样 。 在 这 种 意义 下 ， 可 以 说 曲率 为 0 的 仿 射 联络 空间 具有 远离 平 
行 性 。 

( 亚 ) 找 率 ， 则 率 都 是 0 的 空间 

在 曲率 为 0 的 空间 里 ， 适 当地 选取 标 架 el，…，e。， 可 使 联络 形 
式 oil 为 0。 这 时 ， 挠 率 形 式 是 

让 一 Qi 一 OO 人 人 ooiH= do 


故 若 拢 率 也 是 0， 则 


do' =0 
因此 ， 对 于 任意 点 ， 在 它 的 适当 邻 域 里 存在 
OO 一 dy 
的 函数 y's ‘0 Y's 把 它 取 做 新 坐标 ， 记 以 X 1 “sg X'S 则 得 
ww! = dxt!, 
这 时 ， 如 (下 ) 里 所 示 ， 设 &e,，c， 是 连结 坐标 邻 域内 二 点 p，g9 的 曲 


线 。 沿 此 二 曲线 展开 之 ， 设 的 坐标 是 (0，0，…，0)，g 的 坐标 为 
(x!，…。Xx")，。 卢 在 仿 射 空间 内 的 点 为 s。， 则 对 应 于 点 gq 的 点 和 是 
dz= dxic, 即 %= 2% + XxX!'c; 

它 和 路 径 无 关 。 故 仿 射 联络 空间 放 的 坐标 邻 域 矿 与 仿 射 空间 的 域 U 一 
一 对 应 ， 在 广 的 各 点 的 切 空间 里 适当 选取 的 标 架 1，-…，e， 对 应 于 

了 二 的 各 点 处 在 平移 下 可 以 互相 转变 的 标 架 。 故 得 
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定理 5.3 ” 挠 率 ， 曲 率 都 是 0 的 仿 射 联络 空间 局 部 地 是 按 自然 方 
式 引 入 仿 射 联络 的 仿 射 空间 。 

在 这 种 情况 下 ， 称 此 空间 为 局 部 平坦 的 

但 这 种 性 质 未 必 整 体 成 立 。 其 实 ， 在 三 维 欧 氏 空间 里 采用 直角 坐 
标 ， 由 

XIitX2=1, X=0 

表示 的 正 圆 柱 面 上 , 令 外 ,= cosu， 久 ,= sinu， 取 u,v = 外， 为 局 部 
坐标 ， 对 于 ol! = du，o: = do， 考虑 联络 参数 为 0 的 联络 。 这 时 ， 沿 
连结 面 上 二 点 p，9 的 曲线 展开 之 ， 出 现下 列 现象 。 


第 5.3 图 


在 连结 p，9 的 曲线 中 ， 有 一 圈 也 不 转 的 ， 转 一 轿 的 ，!: 转 两 甘 
的 、 ， 沿 不 同 曲 线 展开 ， 点 9 以 各 种 方式 出 现 。 
比 安 基 (Bianchi) 恒 等 式 ” 挠 率 与 曲率 满足 几 种 关系 式 。 把 它们 
求 出 来 。 首先 ， 挠 率 形式 t*， 曲 率 形 式 @8; 是 
下 Co 一 oOi 人 ooi (2.24) 
Of = aoif 一 op 人 al 《2.25》 
将 (2.24) 外 微分 之 得 
dti= 一 CO 人 N 人 ortdali 人 daoi 
从 (2.24)，(2.25) 解 出 dw!。dw;:。 代 入 上 式 右 边 得 
dTti= 一 (Ti + 人 OA D+ oIA (Oi + oA 人 ao 
GTi 二 TITAoF=oi 人 四 ii (2.26) 
再 将 (2.25) 外 微分 之 ， 并 代入 dwii = Bii+ wi 和信 wsi 得 
qd9j = ~ (B+ on 人 oo 人 oo + oA (Ol + op A ws) 
由 此 得 z 
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dO + OA omit+orAQ,!=0 (2.27》 
由 (2.16)，(2.17) 知 
= Ti! A wt, 84 = RiotA (2.28) 


故 
dti+Ti 人 oaoi= 3-(dTi A oiA ot tTidoiAw:— 


-TwiA dot) + -THA 人 GO 人 ai (2 .297》 

将 wofl =o* 人 oj do*=oxAoi 代入 之 ， 并 用 

QZ ji 十 TO — Tid Ti = DT = VT i 
则 

dt + tA, = VT A iA ot (2.30) 
由 (2.26)，(2.30) 得 。 

pV oT is tV Tp tt Veliij;= Rijgst Ri + Rinjs (2.31) 
同 理 ， 从 (2.27)，(2.28) 知 ， 当 挠 率 为 0 时 

PRiiss +t PaRin + VaRins=0 (2.32) 
成 立 。(2.31)， (2.32) 称 为 比 安 基 (Bianchi) 恒 等 式 ， 


习 题 五 
1 在 平面 上 ， 关 于 笛 卡 儿 坐 标 x'，x? 的 自然 标 架 ， 设 联络 形式 


区 斋 


时 
(1) 试 求 挤 率 ， 曲 率 ， 
(2 ) 试 求 测 地 线 。 
2 如 果 在 前 题 里 ， 设 联络 形式 是 
oil=0， ©,1= dx’, oi=dx ，os2=(0。 
试问 挠 率 ， 昌 率 各 是 多 少 ? 并 求 测 地 线 的 微分 方程 。 
3 在 欧 氏 平面 里 ， 关 于 直角 坐标 x ，x”， 


(x1)/=x!, (x?)/=x? (mod 1) 
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he 十 Hi 


时， 将 点 (x!)’，(x?) 和 与 (x'，x!:) 看 做 同一 点 ， 关 于 自然 标 架 、， 导 
入 平坦 联络 
wil=0, oo =0 01:=0,，w,:=0,。 
试问 这 时 的 团 测 地 线 的 方程 是 什么 ? 
4 在 三 维 微分 流 形 里 ,关于 适当 选取 的 标 架 , 联络 形式 (6@; 站 如 下 
所 示 。 试 问 沿 其 中 的 曲线 ， 切 空间 的 展开 具有 什么 性 质 ? 


(1) oili2z=0， w1*=0 (2) ®,1:=0, Ws!=0 
5 设 仿 射 联络 的 找 率 张 量 为 (7 1), 曲率 张 量 为 ( Rinss )。 试 证 下 


去。 
(1) 当 了 了 为 函数 时 ， 
VV ef ~ Ver ;yf = TV:f 
(2) 当 (v) 为 有 反 变 同 量 时 ， 
Ve Vv) -Vv ) = Rijnvi + Tr jv 
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第 六 章 ” 歼 曼 空间 


31 nn 维 黎 曼 空 间 


在 1 维 微分 流 形 M 上 ,给 定 对 称 正定 二 阶 共 变 张 量 场 g 时 , 则 称 M 
为 以 g 为 基本 张 量 的 黎 曼 空间 (Riemannian space， Riemannian: 
manifold) 。 这 时 ， 对 于 M 的 各 点 p ， 切 空间 个 。 变 成 欧 氏 向 量 空 
间 ， 其 内 积 由 g 而 定 。 于 比 空 间 中 可 以 考 感 网 量 的 长， 以 及 二 同 量 间 
Nit 

现在 ， 关 于 坐标 系 x'，x?，…，x* ”学 应 日 然 标 案 ， 设 9 的 分 量 
为 (gi;)，、u，。v 的 有 反 变 分 量 为 (ww VW)，。(v!1i,07,，…,v")，。 则 
内 积 为 
(u,v0) = giuivi (1.1) 
ee 
Ju| = (uu, WW) 1 ?= OU (1.2) | 
设 u,v 的 夹 角 为 8， 则 
(u» vv) Qiuivt 
cos = Tlfol Vor go 


又 如 果 在 几 里 有 曲线 p= p(t)， 用 坐标 表示 之 为 x'=x'(t1) ， 则 切 阿 
量 之 长 为 
| 只 上 |= V9 gu dx’ ~ dx: dxi 
dt dt 
此 曲线 在 i <t<t, 间 的 弧 长 可 由 


dx! dxi 
< Vo 7 or dt 


定义 。 如 果 将 t， 看 做 常数 ，t, =+ 看 做 变数 ， 则 


(1.3) 
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as dd 
dt gi gt dt 
可 将 此 式 写 做 
ds = ga xidx! (1.4) 


一 般 地 可 以 认为 黎 曼 守 间 的 度量 是 由 9 决定 的 ， 如 果 用 局 部 坐 
标 ， 则 可 用 (+1.4) 形 状 的 式 子 表示 度量 。 因 此 (1.4) 是 局 部 地 定义 黎 曼 
室 间 的 基本 公式 ， 普 通 采 用 这 样 表示 法 〈 若 强调 张 量 性 质 ， 右 边 应 写 
做 gijd x :qxi)， 

正 交 标 架 根据 二 次 形 的 基本 定理 知 ， 作 适当 的 变换 人 = gif 
正定 二 次 形 gijuiui 可 变 为 

giuiul = PE (HW)? : 

的 形状 。 因 此 ， 对 于 (1.4)， 适 当地 取 x ，x*，"…，x” 的 函数 gj， 
通过 


oi=gjiqdxi 
可 使 
ds ee》 = (0 ) + (oD)? t+ C0) (1.5) 
这 个 交换， 用 切 空间 里 的 标 架 叙述 之 ， 是 从 上 自然 架 标 el，esz，…， en 
通过 


ei=gilei 
变 为 e,，ez，…，ew 这 是 黎 曼 空间 中 的 正 交 标 架 。 
黎 曼 联络 ”在 黎 曼 空间 里 可 以 引进 与 空间 有 密切 关 系 的 仿 射 联 
络 ， 称 之 为 黎 曼 联络 。 
定理 6.1 在 黎 曼 空间 里 只 存在 一 个 满足 下 列 条 件 的 仿 射 联络 。 
(i) 无 挠 率 ， 
(ii ) 关于 这 种 联络 ， 基本 一 阶 共 变 张 量 场 9 平行 。 
证 明 取 坐 标 系 x'，x?”，…，x"， 考 虑 自然 标 架 ， 设 基本 二 阶 
共 变 张 量 的 分 量 为 (gi;)。 又 设 仿 射 联络 的 微分 形式 为 
oi=Tidx" (i, j=1, 2, ,71) ‘1) 
只 要 证 出 满足 (i)，(ii) 的 @,' 只 有 一 组 即 可 。 
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首先 ， 条 件 (i) 是 


条 件 (ii) 是 
Dgi; = dgii- Gin 六 一 Qi =0 
出 (1 ) 知 此 式 变 为 


gial jt + geil i = 如 全 (3) 
于 是 令 
Pi = ginl jt1s a = gij.! (4) 
则 由 (2 ) 得 
Ti = T,; (5) 
又 ( 3 ) 变 为 
Lijit + Tj = gis, 《6 ) 
对 调 j 与 !， 并 参照 (5 ) 得 
D+ T= ga; (7) 
在 (6 ) 里 ， 对 调 i 与 1 并 参照 (5 ) 得 
PD; + T= gi 《8 ) 
(6)+(7)-(8) 得 
21 = 091+g9ii 一 90i 《9) 
今 设 (g9i;) 的 逆 矩 阵 为 (g”))。 即 
ging"! = 0 
* 于 是 从 ( 4 ) 的 第 一 式 得 
. griTin=T™ (10) 
- 从 此 式 ，( 4 ) 的 右 式 以 及 ( 9 ) 得 : 
Ed (11) 


由 上 述 讨论 可 见 ，Tj， 由 (gw) 决 定 ， 同 时 (i)， (ii) 得 到 满足 ， 而 且 
决定 方法 只 有 一 种 。〔 证 半 ) 。 : 
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因此 ， 在 黎 晕 空间 里 ， 满 足 (i)，(ii) 的 联络 即 黎 曼 联络 唯一 地 存 . 
在 。 耐 且 这 种 联络 和 怎样 选取 标 架 无 天。 在 定理 6.1 的 证 明 里 使 用 自 
然 标 架 ， 用 gi;; 表达 了 联络 系数 就 是 (11). 又 oj 称 为 黎 曼 联络 的 微 
分 形式 。 以 下 使 用 正 交 标 架 来 讨论 。 

使 用 正 交 标 架 ， 则 基本 张 量 的 分 量 为 (85) 故 

qds2=(@ol)2 二 (OO2)2 十 … 十 (as): 
由 于 第 五 章 (2.14) 可 见 ， 无 挠 率 要 求 联络 微分 形式 (oj 满 足 
doi=oiAow,i 
关于 这 种 联络 ， 基 本 张 量 g;; = 95 平行 是 
Dgi;= 一 bxoP 一 0oom=0 
故 ;i+ wi=0 

将 这 些 结果 整理 之 得 

定理 6.2 2 维 歼 曼 空间 的 联络 形式 (@)j') 如 下 所 示 ，。 

(1)》 关于 自然 标 架 ， 当 ds? = gi;d x!dxi 时 


(D i 一 工 ， CIK 
式 中 / : 
9 3 
Ti 人 一 总 和 + 一) (1.6) 
(2) 关于 正 交 标 架 ， 设 ds =(@! ) 十 (四 2) 十 … 十 (ao") 则 
do =of 人 ooi ji= — i (1.7) 


黎 曼 空间 的 展开 ”在 黎 曼 空间 里 ， 各 点 处 的 切 空 间 可 看 做 欧 氏 向 
量 空间 。 原 因 是 ,通过 下 列 讨论 可 见 ， 运 用 黎 曼 联络 可 以 展开 在 欧 氏 : 
空间 之 中 。 

首先 设 线 素 的 平方 为 

ds =(@O ) 二 (02 十 十 (aa)2 (1.8) 
再 设 它 的 黎 曼 联络 形式 为 (w;*)， 则 
d® = A » Oji= — Oi. 
于 是 四 
dx = aiei， de; = @,ie; (1.9) 
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Try 


决定 展开 . 即 在 此 黎 曼 空间 4M 里， 考虑 线 c;p= p(t)， 沿 c 在 初 


始 条 件 
当 =rfo 时 ，x=Gei=ci (f=1, 2, ,71) 
式 中 (€i, C1)=0 

下 ， 求 (1.9) 的 解 。 由 p.70 | 理 知 


(@;, €;) = 0,; 《1.10) 

即 e,，…，e， 成 为 标准 正 交 基 。 这 样 ， 沿 曲线 c 的 切 空间 可 展开 在 
欧 氏 空间 中 。 如 于 前 面 p.71 所 述 ， 这 种 展开 与 各 切 室 间 内 的 正 交 标 
架 的 选 法 无 天 。 

根据 (1.9),(1.10) 

(dxz，dx)=(oiei， afei)=(@o:)2 二 (oOo2)2 十 十 (os)2 

故 与 (1.8) 比 较 得 

将 黎 曼 空间 的 曲线 展开 在 欧 氏 室 间 里 ， 其 长 不 变 。 

叉 如 有 果 存 在 回 量 场 与 张 量 场 ， 则 可 以 定义 它们 的 共 变 微分 。 这 从 
黎 曼 联络 是 仿 射 联络 显然 。 至 于 平行 性 ， 由 黎 曼 联络 的 定义 知 基 本 张 
最 场 g 作成 平行 量 。 还 能 证 明 

定理 6.3 二 向 最 的 站 积存 了 移 下 不 变 ， 特别 是 向 量 场 的 长 不 
变 。 z 
证 明 ”从 用 黎 曼 联络 的 展开 看 几乎 是 显而易见 的 。 如 果 用 计算 证 
明 请 见 以 下 氢 述 。 设 二 向 量 为 w= (wi), v= (zi 。 因 疡 g5=0， 故 

d (gijuivi) = gi; Duievi + giuie Dvi=0 

改 住 平移 下 ，giju'v! 不 变 。 


32 测 地 线 


沿 黎 曼 空 间 必 中 的 曲线 c:p= p(t1)， 用 歼 曼 联络 可 展开 成 欧 氏 空 
间 的 直线 者 ， 是 村 的 测 地 线 。 今 设 从 此 曲线 上 一 点 (1=t。〉 到 任意 点 
P(t) 的 弧 长 为 s， 册 8 汶 线 在 欧 氏 空间 里 的 展开 是 

x=sa+6 (a, 6 为 常 向 量 ，|al = 1) 
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故 ds 一 ds -0 
由 (1.9) 可 见 
+ 人 =0 (2.1) 


这 是 黎 曼 空 辣 里 的 测 地 统 的 和 分 方程 。 
A t=cs+6 Co 常数 )， 则 


-)+-® 9 -2 -0 (2.2) 


反之 ， 清 足 此 方程 的 靖 线 的 长 s 与 + 间 成 立 1+=cs+6 可 证 明 
如 下 。 因 为 .v= @'/dt 沿 此 曲线 平行 ， 故 由 定理 6.3 知 其 长 本 (wv 中 * 
一 定 。 即 


VER(-9 -= 一 定 ( 设 为 1/c 
由 此 得 


法 坐标 在 黎 曼 空间 的 一 点 2p 的 邻 域 里 考虑 局 部 坐标 x'，x?， 
“Xx". 在 测 地 线 的 微分 方程 (2.2) 里 因 @'= dxi:，@j!=T 了 fdx*， 故 方 
得 变 为 
d? xi | dxi dx* _ 
J tar dr! ‘2.3) 


(Te=Tji(x MX x")) 
今 设 vi= qdxi/dt， 则 此 式 变 为 


i i : 
dx _,i dv = 一 了 ;和 CA 《2.4) 


于 是 设 点 p 的 局 部 坐标 为 p，p”，"…，p"”， 对 于 任意 选取 的 常数 
组 a=(a'，,，a*,'，a")， 在 初始 条 件 Te 本 
当 t=0 时 ,x':= pi:, vi=a’ (2.5) 
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下 ， 设 (2.4) 的 解 为 
= pi(t, a), vi='(t, a) 

在 方才 得 到 的 函数 里 以 ca = (ca1，ca2，…，car) 代 替 a = (a!，a?’， 
a”)。 记 (1/c)t 代替 1 作出 

x'=9'( Tt,ca), v0!= b(t,ca) (2.6) 

这 些 函 数 是 满足 初始 条 件 
当 t=0 时 ，x'= pi, vi=@ai, 

《2.4) 的 解 。 初 始 条 件 从 (2.5) 立 即 可 以 理解 ， 是 解 可 以 证 明 如 下 。 首 
先 ， 令 39i/391= 中 3413f = 中 ,!， 则 

Pri(t, a)= Y(t, a) 

YiCtsa) = 一 工 和 (中 (tf,a), ,P(t,a)) it,a) b(t, a) 
恒 成 立 。 在 此 式 中 ， 将 (1/c)t 代入 1 处 ， ca 代入 a 处 ， 注意 


3 /1 1 ,,/1 
3 中 (GE ca) = 下 (GE ca) 
可 见 (2.6) 是 (2,4) 的 解 。 
因为 (2.6) 是 在 初始 条 件 (2.5) 下 的 解 。 由 微分 方程 的 解 的 唯一 性 
| z 


9 二 ca) = pi(t, a), 


1 1/ 1 bi 
特别 是 令 c=1， 则 得 


Pi(l, ta) = 9i(t, a) (2,7) 
再 令 

y'=ta', Fi(y)= pi(1,») 
考虑 Xi = Pi(y) 
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在 y=0 处 立即 可 证 
9(F!, FPF?, 
9(y', 2 9 
如 下 。 由 (2.7) 可 见 
P(t, a) = Fi(ta) 
两 了 边 对 + 求 导数 并 令 t=0， 则 从 (2.5) 知 左边 为 ai， 故 
| a 


£") 
y 


=1 (2.8) 


(0)ai 


因为 a'，a?，*……，a" 本 故 


0) = 8 


于 征 (2. 8) 成 了 江 。 

从 (2.8) 训 知 ， 在 y= 0 肿 在 后 2 附近 可 将 y!， 2 。，…，* yy" 看 
做 局 部 坐标 。 称 此 坐标 为 法 坐标 。 

以 下 ， 根 据 这 种 想法 计算 as 。 

首先 ， 在 点 p 取 正 交 标 架 ， 沿 与 单位 向 量 a= (a ,a*,…,a") 相 
切 的 测 地 线 ， 将 此 正 交 标 架 :平移 之 ， 则 在 各 点 引进 正 交 标 架 。 关 于 这 
种 标 架 ， 设 

je OD LODE (2.9) 
再 设 黎 曼 联络 的 微分 形式 为 oj5 则 当 a 一 定时 
oOi=atdt，oi=0 (t 为 沿 测 地 线 的 弧 长 ) 


故 一 般 得 到 wi=aidt +p’, wi=pj;: (2.10) 
式 中 p，pi 是 da!，…，da" 的 一 次 微分 形式 。 因 

do!'= wi A oj;', 
故 daiA\dt+dp’i= (aidt +pi)A py (2.11) 
于 是 

pi= Aii(t, a)dai, pj;'= Ajis(t, a)dat 

因 pji= -pif， 故 : / 

Ajii= -A,i, (2.12) 
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在 (2.11) 里 考虑 qt 人 deal 项 
daiAdtt+ adtA dae! = aidt 作 Ajisdar 


由 此 得 


t+ a A (2.13) 
将 (2.10) 代 入 (2.9) 得 

ds* = (oN) = Taidt+p')* = (df) +2Papidi+t Ep')? 
以 下 证 明 Ta p'= Pai idal = 0。 今 因 ai 的 平方 和 是 1 ， 故 可 君 做 
4 一 1 个 变数 ia， 赋 ，…， ao 的 应 数 。 于 是 设 3=1，2，…， 
一 1 ， 由 (2.13) 得 


(Za A ci )- Za 3 2 


du 


j . 
= Da! 3 +EotAij) (2.14) 


六 三 (a') =1， 故 Ea'3s = 0， 从 而 


2 0 


1 


dai _ 
j = a 本 =0 
再 由 (2.12) 知 
Taia Ae =0 
故 (2.14) 为 0， 习 cL4i -af 与 了 无关。 然而 当 != 0 时 ， 既 使 of 变 
化 ， 点 也 不 变 ， 故 wi= 0， 因此 pi=0，A;'=0. 从 而 
04; 0 


在 t=0 成 立 ， 改 此 式 恒 成 立 。 于 是 ap = 0, 最 后 得 
ds? = (di)*+ ET(p)? (Pi 不 含 dt) (2.15) 
由 此 性 质 可 导出 下 列 定理 。 
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定理 6.4 在 黎 曼 空间 里 ， 考 虑 各 点 的 充分 近 处 ， 则 从 此 点 到 其 
他 一 点 的 最 短路 径 是 连结 此 二 点 的 测 地 线 。 

证 明 以 一 点 pp 为 基础 将 线 素 表示 为 (2.15) 的 形状 ， 则 从 t= 0 
的 点 到 (toa”，toao*，…，t00") 的 点 的 弧 长 为 

L=|v (Dr rip) =- Vi+ (8 ) dt>t, 

等 号 成 立 是 pi=0 即 da!=da?=.…=da"*=0, a=(a', qa’, "…, a") 
一 定 的 时 候 ， 亦 即 此 曲线 是 测 地 线 之 时 (证 毕 ) ， 

例 球面 的 情况 。 加 

在 三 维 欧 氏 空间 里 放 一 个 半径 r+ 的 球面 ， 于 其 上 一 点 p 作 切 平 
面 。 于 此 平面 上 取 直 角 坐 标 轴 。 在 点 pp 作 大 
贺 与 长 为 1 的 向 量 a= (a!，Q?) 相 切 。 在 此 圆 
上 考虑 从 点 p 算 起 弧 长 为 t+ 的 点 ， 则 


yl!=fta!, y=ta” (2.16) 
为 此 点 的 法 坐标 。 这 时 设 
Otar 


则 球面 上 的 点 除了 以 pb 为 一 端点 的 直径 的 另 
一 端点 全 可 用 (2.16) 表 示 。 此 外 ， 这 时 


ds: =dt? +r2sin2- ((da')’ + (da?)’) 


这 是 相当 于 (2.15) 之 式 。 再 设 a! = cosq，a* = Sinm ， 则 得 
(dal)’:+ (da’)*=qdq’。 


$3 ”曲率 张 量 
钦 曼 空间 的 线 素 ds 的 平方 4s* 关于 任意 选取 的 标 架 由 
ds: = gi;@ i'w (3.1) 


给 定 。 这 时 ， 设 黎 曼 联络 形式 为 (@ 门 ， 因 为 黎 曼 联络 是 无 抄 率 的 仿 
射 联络 ， 故 


一 工 50 一 


ide De 


do =@ A (3.2) 
义 因 (gi,) 关 于 这 种 联络 平行 ， 故 

d gii; = gi oi + gigmje (3.3) 
曲率 形式 是 

时 并 = do oA op, (3.4) 
今 将 (3.3) 的 两 边 外 微分 之 ， 则 

0=dgsiN\ i+ gd ort+dgin/N\ Or+ gind je 

用 (3.3) 的 关系 式 代 替 dgs;，qdgis， 叉 运用 (3.4) 得 


GuiO* + qi:=0 (3.5) 
故 令 

Gis = O, ， (3.6) 
则 得 日 ;十 日 ;=0 (3.7) 
今 令 

Oj = -Raakos 人 《CR 一 《3.8) 

再 令 Rjisn = gil je (3.9) 
则 9,; = Rist A Ot z (3.10) 
由 (3.7) 可 见 

Rijies = ~ Rjigp (3.11) 
义 因 黎 曼 联络 是 无 抄 率 的 仿 射 联络 ， 故 由 第 五 章 (2.,31) 知 

Rijrnt Rign tt Ripis= 0 (3.12) 
此 式 乘 以 gr; 并 缩短 ， 所 得 式 的 【 再 改 为 i。 则 

Rijes + Rigni t+ Risig= 0 (3.13) 
义 能 导出 下 式 。 | 

Rijen = Rppii . 《8.14》 


原因 是 ， 从 (3.11)，(3.12) 得 z 
Risgs = — Rigni — Ripje = Riini t Rpijg 
= (~ fprii— Rejiin) t+ (~ Rossi™— Rrgij) 
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= Rpnii t Chigis + Pipi) 十 区 
= 2Rinii — Rjing = 2Rinii — Rijes 
获得 2hijpn = 2 人 8 
即 得 (3.14) 。 
再 从 第 五 章 (2.32) 得 Fi: 民 5i+FeR5it+diR5= 0， 乘 以 gni， 
关于 i 相 加 ， 因 为 
Vi (gmilijgns) = Vgm * Rijpst Gm? ilRijps = Gm LR js 
改 得 
三 二 二 0 (3.15) 
以 下 ， 将 曲率 张 量 的 性 质 整理 一 下 。 从 ds* = gidx'dxi 可 求 得 
Ti 


dxk oxi dx! 
9 工 : 3 工 : 
民生 人 = 一 i +B Pi, 
而 且 Rigs = giiR i 


Riiss= — Beinne Rijes= — Rijnss Riips = Rni 

Riies + Rigi; tt Rinss=0 

PV iBRiina t+ PrPiint t+ ViRinse=0 
一 维 情 况 这 时 ， 从 (3.6) 可 见 
日 ;= 0， 日 ,=0，g;= -OQ, 
出 以 前 的 讨论 得 

四: = Rui! A oO? 
对 于 Rijen 只 有 . 
Ry = — Ra = — Ry = Rs 

值得 讨论 ， 其 他 为 0 。 — Ry 是 高 斯 曲率 。 

利 齐 (Bicci) 张 量 , 数量 曲率 ” 共 变 张 量 9 的 分 量 所 作成 的 怎 阵 
《gij) 的 逆 和 矩阵 (g") 是 反 变 张 量 的 分 ? 量 (参照 习题 四 第 6 题 )。 今 以 9 
乘 (3.5)， 关 于 7 相 加 得 

Ot:+ giigiQ;=0 


一 152 一 


a rp eat rie 


天 于 1，h 缩短 之 、 得 
Oi+Q,i=0 PBT 20,!=0, OQ,!=0 


故 由 (3.8) 可 得 

Riiss=0 (3,16) 
考虑 Rijss 关于 i， 有 hh 缩短 ， 令 

Phps = Ri (3.17) 
称 张 量 (Ris) 为 利 齐 (Ricci) 张 量 . 它 是 姑 称 张 量 ， 好 

Rs = Rss (3.18) 
原因 是 ,在 (3,12) 里 关于 i，h 缩短 ， 由 于 (3. 16) 以 及 Ri - 一 Riis 得 

Rii— Re;=0 
再 作 giiRs;， 关 于 1，k 缩短 之 ， 令 | 

R= giiR.,,; 四 (3 .19) 


则 尺 是 在 黎 曼 空间 各 点 决定 的 数 即 数量 。 称 为 数量 曲率 . 
定理 6.5 曲率 为 0 的 黎 曼 空间 是 局 部 欧 氏 空间 ， 
证 明 ”如 果 在 此 黎 曼 空间 里 取 正 交 标 架 ， 则 线 素 的 平方 为 = 
ds? = (01)? + (0 + + (0")? 
再 考虑 n+1 个 未 知 问 量 x，e,，…，e。 的 微分 方程 
dx= wie;, de;= ;ie; (1) 
此 方程 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 结构 方程 ， 
doi=oiAw!, do'i=or/ oi 
成 立 。 今 因 上 曲率 为 0 ， 故 这 些 式 子 成 立 。 因 此 考虑 满足 (ei(o0)，eio) 
= 64 的 ei， 在 某 处 满足 初始 条 件 z 
x=0, ei = eli(0) (i = 1,2,.…,1) 
的 解 ， 得 (e;， ei) = 0;; (p.69 引 理 〉 。 使 用 解 向 量 x， 由 (1 ) 得 
(dx, dx)=(01)2+ (6) + + (0")? = ds? 
所 以 是 局 部 欧 氏 空间 〈 证 毕 ) 。 
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$4 超 曲 面 与 常 曲率 空间 


三 维 空间 的 二 维 曲 面 可 以 看 做 二 维 黎 曼 空 间 。 对 于 一 般 的 维 数 考 
下 这 个 问题 。 有 2” 维 黎 曼 空间 4 ， 假 设 将 它 一 一 映射 在 n+1 维 欧 
氏 空 间 已， 中 如 下 所 示 ， 
资 必 的 局 部 毕 标 为 Cx， ， XX")。，Ent+! 的 点 * 的 直角 坐标 
为 ( 针 !，X?，…， 关 "+1)， 表 示 这 个 映射 的 遂 数 是 
rp 9 Xs gs Xx) (r=1i, 2,， ,n+1) 


(4.1) 
并 设 天 于 1 行 ，n+1 列 矩 阵 (3q,/3x’) 
的 身 =n (4.2) 


这 时 ， 称 (4 ) 为 El 的 超 曲面 。 条 件 (4.2) 与 骨 的 局 部 坐标 的 取 


考虑 ds*= (dx, dx) (4.,3) 
由 (4.1) 得 
ds* = gid xid xi (4.4) 
dx PE 3 
式 中 gn= (了 33) (4.5) 


由 (4.2) 可 见 ， 满 足 det(g;) 志 0 的 条 件 ， 而 且 (gi;) 正定 。 故 (4.4) 
是 超 曲 面 ”= 中 (4 ) 上 的 黎 曼 度量 。 我 们 来 讨论 这 种 黎 曼 空间 。 
现在 
Ox Ox .32 
x1” dx?” ” 8xn 
是 忆 ,+， 里 的 向 量 ， 它 们 张 成 超 曲 面 S 的 切 空 间 。 可 取 其 线性 组 合作 
成 标准 正 交 基 e1，e，…e,. 令 
ax = wie, (4.6) 
出 
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qds = (dxz，dx)= (ol)2+ (oz)2 十 十 (on)2 (4.7) 
因为 (4.4) 是 正定 二 次 形式 ， 所 以 @!:，o:，…，os 是 线性 无 关 的 。 
再 取 单 位 向 量 e+1l 使 得 el，e:，…，e， 和 es+1 一 道 作 成 已 :的 
标准 正 交 基 。 

在 这 里 设 指标 
1s js R=1, 2, .…, 1 


rs» Ss t=1, 2， “**9 1, 十 1 


再 令 de,= ,se, (4.8) 
pll Ws = 0. z (4.9) 
结构 方程 

daor= os 人 or， dois=o 人 ol (4.10) 
和 以 前 一 样 也 成 立 。 

从 (4.6) 可 见 

an+l 一 0 (4.11) 

改 从 (4.9)，(4.10) 得 
doi=oOl 人 oj oi= -oi (i,j=1,2,.…,7) 


这 说 明 (oiz) 是 关于 超 曲面 的 诱导 黎 曼 度量 (4.7) 的 黎 曼 联络 形式 ， 
再 从 (4.11)，(4.10) 得 


0=do"t!l = oiN "+1 : (4.12) 
因为 1，@?，…，@%" 线性 无 关 ， 故 可 令 

Wn! = ai®! (4.13) 
将 此 形式 代入 (4.12) 里 得 

aij@!A wi=0 
故 dij = Qji (4.14) 

在 PCMM) 的 切 平面 上 ， 取 标 架 : 
@;= piie: (pi) 是 正 交 怎 阵 (4.15) 


代替 eli，…， en 则 相对 应 的 001) if 满足 下 列 性 质 。 首先 从 dx 
= Qie,= ie, 得 . 


Oi = pji0i 
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又 因 ee ，…， en 和 el 一 道 作 成 标准 正 交 基 ， 牙 


de,r+ 1 = +1 ei 一 Oriiei 


因此 由 (4,15) 得 

Ont = Pi Ont 
因 osii= 一 of+l Oo 一 oO ， 改 

Ci = 于 ‘4.16) 
于 是 令 

me = 忌 ; 5 (4.17) 


则 从 (4.13)，(〈4.16)，(4.17) 得 

Qi = Pe pr Gn 
由 二 次 形 (或 对 称 和 矩阵) 的 理论 知 ， 如 果 适 当地 选取 正 交 和 矩阵 (pi 
可 使 


当 i 时 ， Gii=0 
于 是 令 
Gi = Rk; 
则 Gr+1= hw! 《右边 不 关于 i 相 加 ) (4.18) 


称 Ri;，…，R。 为 超 曲面 在 点 x 的 主 曲率 。 
欧 氏 空间 忆 ,+ ， 的 结构 方程 是 
do; 一 wm 人 pi 二 tliA wr 一 AUR 一 "+ 1 A wi"t 1 
故 由 (4.18) 得 
Oi= do - oA ,= kiko! A oi (4.19) 
(右边 不 关于 1 7 相 加 ) 
这 是 把 超 曲 面 看 做 黎 曼 空间 时 曲率 的 表达 去 。 
超 球 面 ”做 为 超 曲面 的 例 ， 考 虑 超 球面 9$ 。 这 是 在 s+! 里 到 定 
点 DO 的 距离 是 一 定 的 点 的 轨迹 。 这 时 ， 了 映射 (4.1) 的 样子 和 二 维 情况 
六 .108 里 讨论 的 一 样 。 设 S 上 任意 点 的 位 置 向 量 为 *， 取 上 面 用 过 的 
正 交 标 架 ， 则 
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dx = wie; (4.20) 
又 因 e,;， 为 单位 法 同 量 ， 故 取 它 指向 外 侧 ， 则 x 一 ae,:， 是 球 心 。 
故 
d(xX—-ae,r1)=0, dx=ade,r!1 
运用 (4.20) 与 del=oorrei 则 


oO! = QD,+ 1 


最 oo -Ta 
因此 在 超 球面 上 主 曲 率 局 全 是 1/a， 在 这 种 情况 下 ，(4.19) 是 
Qi = 二 OAal (4.21) 

总 之 ， 这 时 关于 正 交 标 架 ， 曲 率 微分 形式 变 为 
:= KoiAowi (4.22) 


式 中 K = 二 >0. 


一 般 来 说 ， 设 天 是 常数 ， 曲 率 微 分 形式 可 以 表示 为 (4.22) 的 黎 曼 
空间 称 为 常 曲率 黎 曼 空间 ， 随 着 开 为 正 、 负 ， 称 曲率 为 正 或 为 负 。 


因为 9,:= -Raos 人 oo 故 
Riisa= KOs — Oind;s) (4.23) 
内 为 是 在 正 交 标 架 下 讨论 的 ， 故 此 式 也 可 写 做 
Rins= KOs ™ dindss) (4.24) 
车 不 是 正 交 标 架 ， 而 是 dsz = guoiol 时 
Ria = K (ging9is ~ Gingik) (4.25) 


常 曲率 黎 曼 空间 ”网 氏 空间 是 曲率 为 0 的 黎 曼 空间 。 超 球面 是 正 
常 曲率 黎 曼 空间 。 以 下 用 p.81 二 维 情况 下 讨论 的 方法 制作 正 与 负 的 
常 曲率 黎 曼 空 间 。 

在 n+1 维 向 量 空间 里 ， 设 向 量 x*，y 的 分 量 为 (x1，x2，…， 
xX) 《yy yy 1)， 则 由 
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《xz，J>=XLIVLI+X2y2 十 二 X9ysdT(I/c)xsraynrl(c 是 常数 》 
定义 《x，y)。 规 定 原点 ， 满 足 
《xy x) = (4.26) 
人 


的 点 x 的 轨迹 作成 的 超 曲 面 称 为 伪 球 (pseudo-sphere). 这 时 考虑 
“在 线性 变换 


(xD7= piixi (i=1,2,.…,n+1) (4.27) 
了 一 
下 不 改变 《x， XxX》 芍 ]， 有 即 满 足 
CX, X= (x/, xX’) (4.28) 


的 变换 将 伪 球 (4.26) 变 为 它 自己 。 即 此 变换 引起 伪 球 上 的 位 移 。 此 种 
位 移 全 体 作成 群 ， 设 此 群 为 G， 则 和 p.82 定理 3.8 一 样 可 证 ， 
存在 G 的 变换 将 伪 球 上 的 任意 点 变 为 其 他 任意 点 。 
今 取 
点 x?= (0,0,.…,0,1) 
向 量 e.*=(1,0,.…,0),，e? = (0,1,0,.…,0),，…， 
ed=(0,0,..…,1,0) 
假设 将 此 点 变 为 点 * 的 G 的 变换 将 这 些 向 量变 为 ely，ex，…，e' ， 
因 《xz"，eio>=0，《ei0，ei =05， 又 因 满足 (4.28) 的 变换 一 般 保持 
(xz，J) 不 变 。 (参照 习题 四 第 5 题 )， 故 
《XxX, €;:> =0, le;, ej) = 0; (4.29) 
现在 在 伪 球 上 各 点 *， 考虑 这 样 引进 来 的 e,，e，，…，e,。 这 样 
el ee2…9 En 的 选 法 并 非 唯一 ， 施 行 正 交 变换 得 到 的 ei= 二 pue 也 
有 相同 性 质 。 
今 设 在 各 点 * 决定 的 一 组 el，…，e*， 关 于 决定 点 * 的 变数 
《例如 x!，x”，…，x") 是 可 微 的 《〈 象 定理 3.8 那样 考虑 从 x" 到 
x 的 位 移 ， 可 见 这 样 假设 是 可 能 的 ) 。 因 zx，ei，…，en 线性 无 
关 ， 故 zx，el，…，e 亦 同 。 从 而 可 令 
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dx =0Oiei 二 OOas+1x，dei= ie;+ "1x (4.30) 
(fs 7=1，2，…， 7) 
由 (4.26)，(4.29) 可 见 
x, dx)=0, dx, e+ x, de:»=0 
《de;, ee;»+le;, aqei>=0 
将 (4.30) 代 入 之 ， 并 参照 (4.29)， 则 


or+1T = 10， 0ia+ 1 一 一 CO1， ai = — Os (4.31) 
故 (4.30) 的 第 一 式 变 为 
dxX= Qie, (4.32) 


可 见 ej，e;，*…，es 在 点 x 张 成 切 平面 . 
今 设 x =enti，0@i= @ih+1， 则 关于 n+ 1 维 仿 射 空间 的 标 架 的 结 
构 方 程 是 


doi=d@o := O04 AATor 人 ai (4.,33) 

doi=oh 人 ous+onm AN 人 os (i, j, k=1,..,n) 
(4.34) 

夏 由 oil =aO1l=0， oui=o 以 及 (4.33) 得 
dowi= owiAow, (4.35) 
do = AA Wit+cow'A oi (4.,36) 
因此 ， 在 此 伪 球 (4.26) 上 ， 设 黎 曼 度量 由 

ds’ = 《dx, dx)» (4.37) 


给 定时 ， 则 由 (4.32)，(4.29) 得 
Cs2z=(al)2 十 (02)2 十 … 十 (OO2)2 
再 由 (4.35)，(〈4.31) 知 ，(〈o 门 是 黎 曼 联络 形式 ， 故 由 (4.36) 得 其 由 
Oi= do — oA v= co A oi 
于 是 得 
定理 6.6 在 伪 球 (4.26) 上 ， 按 (4.37) 导 入 的 歼 曼 度量 是 常 曲 率 
的 。 
现在 ， 设 仿 射 空间 的 点 (0，0，…0, 一 1) 与 点 x* 的 连结 直线 与 超 
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平面 x"*!=1 的 交点 坐标 为 ( 瑟 !， 存 2?，…， 夸 "，1) 则 得 
xi= 和 Xi!, > x"= 和信 X", Xeat+trl 一 2 一 1 


式 中 和 =|1+ OX): + 


由 此 式 得 
2 dd 
[1+(c/4) (有 1) + CX) + + (XNX") 
如 果 在 超 曲 面 x"*" = 1 上 给 定 这 种 度量 ， 可 得 非 欧 空间 ， 这 和 二 维 
以 下 讨论 定理 6.5 之 逆 ， 即 党 曲率 黎 曼 空间 是 否 只 有 方才 得 到 的 
这 种 。 曲 率 为 0 的 已 在 定理 6.5 里 讨论 完 ， 因 此 下 面 探 讨 曲 率 不 是 0 
的 。 
在 常 晶 率 黎 曼 空 间 里 ， 取 局 部 正 交 标 架 ， 将 线 素 表示 为 
ds* =(0)?+ (m2)2+.. + (WO")? 
的 形状 ， 设 其 联络 微分 形式 为 Co， 则 
Oj = dj oN ort = co Ao: 
今 取 未 知 向 量 TT, el ‘9 Cn 作 微 分 方程 


OX = oie,, de;= 0,ie;—~ coOix (4.38) 


今 X=erjs i= Ohia+t = 0, aia+1l = _ ooi 
则 结构 方程 成 立 ，(4.38) 完 全 可 积 。 因 此 ， 一 开始 在 某 处 在 初始 条 件 
Cx, xX)=1/c, x,e)=0, lei,€) = Dj 
下 解 (4.38)， 则 和 p.69 一 样 讨 论 知 这 样 关系 恒 成 立 。 故 得 
Cdx, dx)= (01) + (0 ) + +(0")* =ds’, 
即 局 部 地 此 常 曲 率 空 间 与 伪 球 上 所 作 歼 曼 空 间 一 健 。 因 此 得 
定理 6.7 常 曲 率 空 间 局 部 地 与 伪 球 (4,26) 上 由 (4.,37) 定 义 各 曼 
度量 的 黎 曼 空间 等 距 。 
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习 题 六 


1 设 从 三 维 欧 氏 空间 的 球面 (x:)?*+ (x?)*+ 《x*)*=a? 去掉 点 
% = 士 G 而 得 黎 曼 空间 为 M，。 在 M，, 与 数 直线 过 (- co<2s<co) 的 
凋 积 空间 M = NM, xL 上 引进 黎 受 度量 (& 是 常数 ) 如 下 。 

ds= (dx')* + (dx’)*+ (dx’)’ : 
1 
人 
者 在 M ， 上 了 到 球 坐 标 (c，8，)， 则 此 黎 曼 度量 变 为 
dsz=az(dgz+sin2gdq2)+(du 一 Rcosbde)2 

就 此 度量 ， 

(1) 绕 xs 轴 旋 转 球面 和 平移 也 在 MM 中 引起 等 距 上 映射 。 试 证 明 


之 。 

《2)》 对 应 于 球面 绕 原 点 的 任何 旋转 ， 在 Mr 中 有 局 部 等 焉 映射 。 试 
证 明之 。 

《3》 对 于 对 偶 空 间 里 的 基底 @ =adt，o- =asintd， om = at 
一 Rcosgd9， 黎 曼联 络 形式 是 


oOt = 一 0 = 2 (du~ Ecos0adq’ + cosbdq 
WI” 二 wi=.k sin bw， ,= _ ko 
2a 2a 


试 证 明之 ， 

(4) 关于 (3 ) 的 正 交 标 架 ， 试 求 黎 曼 晶 率 张 量 .。 

(5) 在 什么 情况 下 ， 此 黎 曼 空 间 为 常 曲率 的 ? 

2 在 常 曲率 黎 曼 空间 里 。 试 证 曲率 张 量 为 平行 张 量 场 。 又 问 在 
前 题 的 黎 曼 空间 里 怎样 ? 
z 3 有 1-1 维 黎 曼 空 间 4M,-， 与 数 直线 工 的 直 积 空间 M= 
上 _:xZ，4 :的 黎 曼 度量 在 局 部 坐标 下 是 


Cfsi = gap(X!, xX,"*,X" i)dx°d x (a,B = 1 ,2,..,1— 1) 
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当 元 里 的 举 标 是 上 时 ， 设 内 的 黎 曼 度量 是 
ds*=dss +dt’ 
在 此 黎 曼 里 则 里 ， 沿 其 上 的 曲线 展开 之 ， 问 有 什么 结论 ? 
4 在 前 题 里 ， 当 as” 由 
ds = 天 CS 二 dt 
给 定时 ， 在 展开 之 际 切 空 间 的 某 一 点 总 做 为 固定 点 出 现 。 试 证 明之 。 
5 从 黎 曼 空间 的 一 点 p 向 任意 方向 引 测 地 线 ， 设 沿 此 线 从 点 2 
量 的 弧 长 等 于 一 定 值 >” 的 点 的 轨迹 为 S,， 则 在 + 值 不 太 大 范围 里 ， 
SS， 为 超 曲 面 。 此 曲面 与 一 开始 引 的 所 有 测 地 线 正 交 。 试 证 明之 ，。 
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到 内 前 为 十， 我 们 阐述 了 黎 曼 空间 的 几 个 基本 概念 。 但 是 人 们 已 
把 黎 曼 空间 研究 得 非常 细致 ， 得 到 了 许多 优美 结果 。 要 想 详 细 氢 述 ， 
以 前 的 准备 知识 是 不 够 的 ， 而 本 书 的 肯 标 也 疫 放 那 样 高 。 但 是 尽管 不 
充分 ， 如 能 窥视 这 样 内 容 的 一 部 分 也 是 有 意义 的 。 因 此 我 想 讲 几 个 题 
目 。 在 这 里 证 明 当 然 作 不 到 ， 讲 的 基本 概念 也 是 粗 线条 。 


831 测 地 线 


关于 黎 曼 空间 的 测 地 线 ， 以 前 讲 了 两 个 性 质 。 
《1) 展开 之 变 为 直 绥 。 


〈2) 对 于 线 上 任意 充分 接近 二 点 ， 连 结 此 二 点 的 各 种 曲线 中 ， 丐 
线 的 弧 长 最 短 。 

性 质 “2 ) 是 局 部 的 ， 整 体 地 并 不 成 立 。 例 如 球面 上 的 大 圆 都 
是 测 地 线 (参照 p.73) 。 而 且 对 于 大 辆 
上 二 点 p，9g ， 劣 弧 是 连结 p，g 的 最 短 MA 


线 。 其 实 ， 这 时 ， 劣 弧 pq 的 长 度 最 短 ， 
而 在 离 优 弧 pq 极 近 的 曲线 pq 中 有 比 优 


绝 短 的 .。 \ 
一 般 地 说 在 测 地 线 c 上 有 二 点 p,9 可 
使 从 p 到 9 的 弧 长 比 连结 p,q 的 任意 曲 第 7.1 图 


线 弧 (与 测 地 线 充 分 接近 ) 短 。 固 定 p 考虑 之 ， 在 这 样 g 中 离 最 
远 的 点 称 为 p 的 共 轿 点 (详细 说 是 第 一 共 轿 点 ) 。 例 如 ， 就 球面 的 情 
况 而 言 ， 点 p 的 共 罗 点 是 关于 球 心 对 称 于 p 的 点 。 

有 时 共 轿 点 并 不 存在 。 例 如 在 殉 氏 室 间 里 测 地 线 是 直线 ， 但 线 上 
任何 点 都 没有 共 轿 点 。 
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还 有 ， 测 地 线 不 一 定 能 无 限 延 长 。 例 如 ， 从 球面 去 掉 一 点 4 而 得 
的 面 可 看 做 黎 曼 空 间 ， 通 过 4 的 大 圆 (当然 4 除外 〉 是 测 地 线 ， 到 4 
就 过 不 去 了 ， 所 以 不 能 说 测 地 线 可 无 限 延 长 。 

一 般 在 连通 歼 曼 空间 角 里 ， 不 论 哪 一 条 测 地 线 都 可 以 任意 延长 
《 变 成 闭 曲 线 也 行 ) 时 , 称 骨 为 测 地 完备 (geodesically complete)， 
在 此 空间 中 ， 下 列 菇 本 性 质 成 立 ，。 

对 于 黎 曼 空间 必 的 二 点 p，g，。 连 结 此 二 点 的 任意 分 段 可 微分 曲 
线 ， 其 长 的 下 确 界 称 为 p，4 的 距离 ， 记 以 dq(p,q)。 这样 一 来 ， 

d(p,9)=d(q,p) 之 0， 只 有 当 p=9 时 等 号 成 立 。 

d(p,9) +td(gs?) 守 dl p,r) 
成 涝 ， 肖 变 成 度量 空间 (metric space)。 一 般 地 在 度量 空间 里 ， 有 
太 列 pi,p2， “i , 当 
大 limd( pn, p) = 0， 则 此 点 列 有 聚 点 


时 ， 称 此 空间 是 完备 的 (complete)。 这 时 有 
定理 7.1 在 连通 歼 曼 空间 里 下 列 三 条 件 等 价 。 
(1》 是 调 地 完备 的 ， 

(2) 做 为 度量 空间 是 完备 的 ， 
(3) 任意 有 界 无 穷 集 具 有 育 点 。 


由 此 性 质 得 

定理 7.2 ” 紧 致 空间 是 完备 的 。 

又 可 导出 下 列 

定理 7.3 在 完备 黎 曼 空间 里 ， 连 结 其 任意 二 点 的 曲线 中 有 长 度 
最 短 的 测 地 线 。 

这 样 ， 藻 有 完备 性 质 ， 则 从 多 方面 看 容易 处 理 ， 故 在 整体 黎 曼 空 
闻 的 研究 上 是 最 重要 的 基本 概念 

2 和 乐 群 


在 这 里 假设 黎 曼 空间 MM 是 2 维 而 且 连 通 。 故 M 上 任意 二 点 可 用 昌 
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线 连 结 。 现 在 考虑 从 MM 上 任意 点 p 出 发 再 返回 来 的 曲线 c， 沿 此 曲线 
将 切 空间 展开 在 欧 氏 空间 已 中。 这样 一 来 ， 在 起 点 如 处 的 切 空间 7。 
在 万, 内 的 位 置 与 一 圈 后 的 了 ,在 请, 内 的 位 置 一 般 并 不 同 。 在 了。 里 
取 硝 定 的 正 交 标 架 丸 , 在 E, 里 设 它 的 最 初 位 置 为 Ro: x,e 1,… ,en 
展开 一 圈 后 设 民 的 位 置 为 RI: x’,e,…,e% 则 ] 

xX/ =xX+aie,, ee = piie; 

((pii) 是 正 交 和 矩阵 ) 

此 位 移 只 依赖 于 了， 而 与 其 中 选取 的 标 架 以 及 只 。 的 取 法 无 关 ， 这 
从 展开 的 意义 看 显然 。 记 此 位 移 为 cc。 这 时 下 列 性 质 成 立 。 


第 7.2 图 


(1) ec 的 反 向 路 径 对 应 于 位 移 a。 的 逆 oa。 
《2) 对 于 以 点 为 基 扣 的 二 闭路 ce,c 和 ， 设 相对 应 的 位 移 为 ceycew 
则 对 于 在 c 后 连结 ce 的 路 径 ， 相 对 应 的 是 在 ce 后 再 作 cao 的 位 

移 ce ce。 

由 这 些 往 质 可 见 ， 以 点 p 为 基点 的 诸 曲 线 e 全 体 所 对 应 的 ce。 作 
成 已 。 的 位 移 群 ， 称 之 为 在 点 p 处 的 和 乐 群 (holonomy group)， 
记 以 及 (pp)。 而 只 考虑 其 回转 部 分 也 作成 群 ， 称 之 为 在 点 p 处 的 齐 性 
和 乐 群 (homogeneous. holonomy group)， 记 以 玉 '(p)。 有 时 限 
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制 闭 曲线 在 M 上 可 收缩 于 一 点 。 
以 下 取 点 g 代替 点 p， 办 以 连通 ， 故 可 证 
H(g)=T™ IH(p)rt, Holg)= to Ho(p) ro 
式 中 的 Y，re 是 沿 从 点 9 到 点 p 的 曲线 展开 而 产生 的 位 移 。 故 
五 (b) 与 五 (q)， 互 (pb) 与 五 9) 本 质 上 是 相同 的 群 ， 称 之 为 黎 曼 空 
加 的 和 乐 群 。 
其 次 举 和 乐 群 的 应 用 例 。 
获 曼 空间 的 分 解 ” 今 有 二 黎 曼 空 间 Mi，M:， 设 AMf 为 其 直 积 空 
间 。 在 M， 里 考虑 局 部 坐标 x!，x*，…， x*， 在 M， 里 考虑 局 部 坐 
标 x** 1!，xk+?,…,Xx”"。 设 线索 分 别 为 
ds? = gap(X!, Xs," Xd xd xP 
ds2 = On(CXR+ XE? x) dd xxt 
(a,B=1,2,.…, ks ML=hkR+1,k+2,..,n) 
在 M=M,xM, 里 考虑 局 部 坐标 Xs NXg XE NET NX", 在 MM 
上 定义 线 素 z 
ds*=ds?+ds? = gugd x°d xP + gd x"d xt! 
时 ，M 是 二 黎 曼 空间 M,，M。 的 直 积 。 现在 于 M ， 上 取 正 交 标 架 
ely…yekiy 在 以。 上 取 正 交 标 架 ej+1，…，en， 人 设 
ds?=(01)?+ +(08)?, ds = (8 ) t+ (0")? (2.,1) 
并 设 它们 的 黎 曼 联络 微分 形式 分 别 为 (wg")，(w%。)， 则 得 
Cpc 二 T x, x dx (a,B,Y = 1,2,.…k) (2 .2) 
@ 必 二 Tv(X 针 XIGXY(CA RoyY= 开 十 1 天 十 2 .7n) (2.3) 
于 是 在 M 的 切 空 间 上 取 eekyet+15…syes 为 标 架 ， 则 得 
ds = (1) + + (OT + (OL) 4... + (oO")? 
又 除了 (2.2)，(2.3) 之 外 ， 添 上 
qi = 一 oo =0 (QQ=1 2 ps 入 = 有 十 1 9079 
则 oil = 1 2， 0) 是 MM 关于 oo 的 黎 曼 联络 微分 形式 。 
现在 考虑 M 的 展开 式 ， 则 


de,= WaPep, de, = oF Wh 
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沿 M 的 曲线 户 = b( 世 将 此 黎 曼 空间 展开 之 ， 则 关于 初始 条 件 e，，… 
ekoyekrio en 得 

= jpep0，e= pite,', 
由 eli,…，ek 张 成 的 & 维 平 面 《〈 记 以 也) 间 它 自己 平行 。 由 ej+1， 
…,e， 张 成 的 n-k 维 平面 《 记 以 工 - 也 一 样 。 

故 沿 从 一 点 p 出 发 再 问 到 这 点 的 有 曲线， 将 此 黎 曼 空间 展开 在 欧 氏 
空间 中 时 ， 平 面 LL:，L,.， 来 到 与 开始 位 置 相 平行 之 处 。 称 此 性 质 为 
和 乐 群 保持 乙 ,, 也 ,-* 的 方向 不 变 。 即 

定理 7.4 在 二 黎 曼 空间 的 直 积 黎 曼 空间 里 ， 齐 性 和 乐 群 使 切 空 
间 的 鞭子 空间 保持 平行 

即 齐 性 和 乐 群 是 可 约 的 。 

几 个 黎 曼 空间 的 直 积 黎 曼 空间 也 具有 这 种 性 质 。 

当 黎 曼 空 间 不 能 分 解 为 二 黎 曼 空间 的 直 积 时 ， 称 为 既 约 的 
《irreducible)。 这 样 通过 齐 次 和 乐 群 的 考察 知 下 列 基 本 定理 。 

定理 7.5 连通 ， 单 连通 ， 完 备 的 黎 曼 空间 以 可 直 积 分 解 为 

M= Mo xXM.x:.…xM, 
其 中 ，M。 是 欧 氏 空间 (有 时 没有 ) ，M ，M :，… 4 是 单 连 通 ， 
完备 ， 既 约 黎 曼 空 间 。 

又 此 分 解 是 唯一 的 。 

这 里 所 说 单 达 通 (simply connected) 的 意思 是 这 个 空间 的 闭 曲 
线 全 可 这 续 地 收缩 于 一 点 。 例 如 对 曲面 而 言 ， 球面 是 单 连通 ， 贺 环 面 
就 不 是 。 

假设 在 黎 曼 空 间 里 有 平行 张 量 场 ， 以 
+ 记 之 . 可 设 1 是 一 般 (r, s) 型 张 量 .这 时 ， 
考虑 从 点 p 出 发 再 返回 此 处 的 闭 曲线 c， 
沿 此 曲线 将 切 空间 展开 在 欧 氏 空间 中 ， 则 
得 在 Ts 里 取 的 正 交 标 架 丸 的 开始 位 置 
Ro 以 及 沿 c 转 一 圈 后 的 标 架 尺 ,。 今 沿 曲 
线 c 将 扎 处 的 届 平 移 得 R/， 因 张 量 + 作 第 7 


| 


成 平行 场 ， 故 其 分 量 一 定 。 这 个 标 架 在 A, 里 的 展开 ， 设 转 一 圈 后 的 
位 置 为 Ri"， 则 + 关于 RR,，R' 的 分 量 相 同 。 因 此 下 列 性 质 成 立 ， 

定理 7.6 当 黎 曼 空间 里 有 平行 张 量 场 时 ， 则 齐 性 和 乐 群 保持 紫 
张 量 不 变 . 

齐 性 和 乐 群 五 " 是 n 维 欧 氏 空 间 的 回转 群 O(n) 或 其 子 群 。 又 
从 考虑 收缩 于 一 点 的 闭 曲 线 而 得 受 限 制 的 齐 性 和 乐 群 是 正规 回转 群 
>O(42) 或 其 子 群 。 当 黎 曼 空间 可 定向 时 也 是 这 样 。 

齐 性 和 乐 群 是 SO(n) 自己 的 例 有 下 列 

定理 7.7 n+1 维 欧 氏 空间 里 的 闭 超 曲面 的 齐 性 和 乐 群 是 SO 
(n)。 

例如 球面 的 情况 是 这 样 。 

天 于 和 乐 群 的 平移 ， 人 们 知道 下 列 

定理 7.8 完备 而 且 既 约 黎 曼 空 间 的 和 乐 群 包 含 全 部 平移 。 


83 截面 曲率 


在 7 维 黎 曼 空 间 及 的 一 点 p 处 的 切 空 间 7 里 考虑 二 维 子 向 量 
空间 之 :。 现 在 ， 通 过 点 p，、3 引 | 测 地 线 与 的 切 向 量 相 切 ， 则 这 样 
的 测 地 线 在 p 附近 作成 二 维 曲 面 。 设 此 曲面 为 $:， 因 为 它 是 二 维 黎 
曼 空间 ， 故 考虑 它 的 高 斯 曲率 。 在 村 上 取 正 交 标 架设 关于 这 种 标 架 
属于 工 , 的 二 同 量 为 ( 革 ',X?,…,X")，(Y 1,7?,…,V")、 再 令 

p= XYi- XIY:! 
GO2 一 YS Cp)? 
i 
则 通过 计算 可 导出 在 点 p 处 S$, 的 高 斯 曲率 是 
一 Ra 


它 和 忆 内 的 二 向 量 的 取 法 无 关 。 称 此 值 为 黎 曼 空间 WY 在 点 p 处 的 
面 素 二。 所 诀 定 的 截面 曲率 (sectional curvature). 在 常 曲 率 空间 里 
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Rijps = — K (Dipdjin ~ Oin0ig) 
故 截 面 曲率 总 等 于 一 定 值 。 反 之 ， 可 证 下 列 

定理 7.9 在 黎 曼 空 间 的 各 点 ， 若 不 论 怎样 取 在 此 点 处 的 二 维 面 
素 ， 截 面 曲率 总 是 一 定 ， 则 此 空间 为 常 曲率 空间 。 

当 微 分 流 形 上 的 闭 曲 线 总 能 收缩 于 一 点 时 。 即 单 连通 时 ， 下 列 性 


质 成 立 。 


定理 7.10 ” 当 单 连通 而 且 完 备 的 黎 曼 空间 具有 到 处 为 0 或 负 截 
面 曲率 时 ， 则 此 空间 与 驳 氏 空间 同 胚 。 
定理 7.11 当 在 单 连 通 而 且 紧 致 黎 曼 空间 里 ,对 于 任意 截面 曲率 


-<< 截面 曲率 <1 


时 ， 则 此 空间 与 球面 同 胰 ， 


84” 保 角 映 射 与 射影 映射 


在 三 维 欧 氏 空间 里 考虑 球面 
今 设 与 媚 垂 直 的 ”的 直径 的 一 端 


为 W， 则 从 六 将 8 上 的 点 已 变 到 


五 于 的 点 ， 将 9 上 必 以 外 的 点 映 
射 在 已 上 。 它 〈 极 身影) 是 保 角 
机 射 ， 证 明 如 p.58 所 示 。 

其 次 ， 从 S 的 球 心 0 将 S 上 
的 点 变 到 已 上 ， 则 上 上 的 点 除 与 
一 平行 的 大 圆 外 都 变 到 已 上 。 这 
时 ，S 上 的 二 点 与 马上 的 一 点 对 
对 一 的 。 在 此 映射 “〈 中 心 射影 ) 


下 ，S 上 的 任意 大 图 弧 对 应 于 瓦 


”上 的 直线 ,将 S 看 做 黎 曼 空间 


2 与 平面 睛 ， 俊 EE 不 通过 S 的 中 心 。 
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时 ， 大 圆 是 测 地 线 。 故 此 射影 
将 S 的 测 地 线 映 射 到 五 的 测 地 线 上 。 
一 般 地 说 ， 当 二 黎 曼 空间 M，M 之 间 成 同 胚 对 应 、 而 且 二 曲线 的 
夹 角 不 变 时 ， 则 称 为 保 角 对 应 测 地 线 对 应 于 测 地 线 时 ， 称 为 射影 对 
应 。 又 将 此 对 应 看 做 从 M 到 M (或 从 M 到 M) 的 映射 时 ， 称 为 保 角 映 
射 ， 射 影 映 射 。 
当 M， 大 成 同 肘 对 应 时 。 取 相同 的 局 部 坐标 也 无 妨碍 ， 并 设 使 用 
正 交 标 架 使 它们 的 线 素 为 
ds = (1)?2+ + (0"), dds:=(0) :++ (mm"): 
因为 a;{，5! 都 是 dx ，,…,dx" 的 一 次 微分 形式 ， 故 可 令 i= pji@i. 
而 且 得 
Q 3S2 = gi!ii 
故 @!,…,w" 也 可 看 做 以 上 的 对 偶 切 空间 的 基底 ， 它 们 一 般 并 非 正 交 
标 架 。 以 下 ， 在 MM 上 使 用 这 种 标 架 考虑 问题 。- 
设 (@ 门 为 M 上 关于 oox 的 黎 曼 联络 微分 形式 ， 则 


qdoi=of 人 oil oaoi= ~ i 
又 设 (而 门 为 性 上 关于 ol1, or 的 黎 曼联 络 微分 形式 ， 则 
do'=oiA@®', dg9i= guDt+ gad jt (4.1) 


以 下 讨论 (@; 与 (56;) 的 关系 。 
保 角 映射 的 情况 ， 这 时 ， 和 p.35 讲 的 完全 一 样 ， 
ds’=a’ds’ (a>0) 


i= loga, dal= 1o: 


Oi=o0 + odl+lo!— [oi (4.2) 
这 可 通过 下 述 讨 论 验 证 。 首 先 ， 
do'=oiAo =oIN (Gm -ddl- lo + lo0!) = oA GD, 
这 时 ， 又 因 gi; =a*0;;， 故 ' 
dgi; =2ada。0i = 2a*dlebi; 
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re a - r 


: TT im eh Re 
be Er pr tre Taher pip pi em ie td em ir mpi 


gi D+ gnvme= a (Gi + /i) =a?.20dl 
因此 
dgii = gi Di +t Gin ®t 
因为 (4.1) 成 立 ， 所 以 关于 @1,…,@", ( 面 ) 是 MM 的 歼 曼 联络 微分 形 
式 。 z 
射影 映射 的 情况 。 这 时 ， 由 下 述 讨 论 知 
oi= oitoidltilio!: (dl=10%’) (4.3) 
首先 说 ， 如 果 此 式 成 立 ， 则 为 射影 映射 。 原因 是 ， 术 的 测 地 线 方程 是 
d (fo ro oy 
dt dt df dt 
条 出线 =D 在 入 里 的 名 是 


新 (+ 


=0 (4.4) 


器 dl wi 
一 -一 一 一 
人 ) 让 "di i; dt 
0) Bd 
dt dt dt 
故 得 
oo ,dl oo - 
全 -+ aa 
再 令 了 = ]e-*idt， 则 此 式 变 为 
d (Di oi oi 
大 (让 )+ 主 产 - 4,5) 


这 是 MM 里 的 测 地 线 方程 . 
反之 ， 因 (4.4) 变 为 (4.5)， 故 在 黎 曼 联络 形式 之 间 可 导出 (4. 3 让 
的 关系 。 《证 明 略 》 


共 形 曲 率 张 量 与 射影 曲率 张 量 MM， 到 的 曲率 微分 形式 是 
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Oi= doi WFAA oO, = 区 必 ON 人 ， 


9i 一 d or 和 CA\ Ok 一 -RSA C4 (4.6) 

保 角 映射 的 情况 。 将 (4.2) 代 入 (4.6) 则 得 Ri 与 Bini 的 关系 
式 。 一 般 地 讲 ， 使 用 ds”= gij%'iwi 的 曲率 张 量 Rs 利 齐 张 量 Ri; 以 
及 Ri = g“*Ri;， 数 量 曲 率 R, 令 

Css = Pig — CRisds’ — Rindn’ + gigln' — 91 时) 


Rh ， 
.i ,i 


称 之 为 共 形 曲率 张 量 (conformal curvature tensor) ( 保 角 映射 世 
叫做 共 形 映射 〉。 在 轩 ，M 里 用 相同 的 标 架 1!,…,。%" 计算 此 张 量 ， 
分 别 以 Ciiss，Ciss 表示 之 ， 则 通过 计算 可 证 
Ci 一 CD (4.8) 

企 欧 氏 空 间 里 ， 曲 率 张 量 (Rijsp) 为 0， 从 而 ( 民 5)， 尺 也 是 0， 
因此 得 Ciiss= 0， 故 在 与 欧 氏 空间 成 保 角 对 应 的 黎 曼 空间 里 ， 由 于 
《4.8) 知 共 形 曲率 张 量 为 0。 反 之 ， 人 们 也 知道 ， 如 果 二 维 (二 3) 黎 
曼 空间 的 共 形 曲率 张 量 为 0， 则 此 空间 与 欧 氏 空间 局 部 成 保 角 映射 。 

与 欧 氏 空间 局 部 成 保 角 对 应 的 黎 曼 空间 称 为 共有 形 平 坦 的 (con- 
formally flat)。 如 使 用 适当 的 局 部 堂 标 ， 此 空 的 线 素 ] 写 做 

ds” =ac(Gdx )2+(qx2)2 十 +(dxa)3) (a 是 x!,.…, xX? 

的 施 数 ) 

常 曲 率 空间 是 共 形 平坦 的 《参照 p.157) 。 

在 射影 映射 的 情况 下 将 (4.3) 代 入 (4.6)， 则 得 M， 天 的 曲率 张 量 
间 的 关系 式 。 一 般 来 说 ,对 于 ds: = gijoiol， 从 曲率 张 量 Ri 作出 的 
张 量 


Wi 三 R'isi ~ 


— Risdi') (4.9) 


了 让 
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称 为 射影 曲率 张 量 (projective curvature tensor) 。 今 设 MI， 
.MM 的 射影 曲率 张 量 分 别 为 Viss，1V ns， 则 当 MM， 用 成 射影 对 应 时 可 
导出 
Wi = Wijss (4.10) 

在 欧 氏 空间 里 Vijs;= 0， 因 此 和 它 成 射影 对 应 的 黎 曼 空间 里 射影 曲率 
张 量 为 0。 与 欧 氏 空间 局 部 地 成 射影 对 应 的 空 间 称 为 射影 平坦 空间 
(projectively flat)。 

此 外 ， 和 人们 疝 知 

定理 7.12 射影 平坦 黎 曼 空间 是 常 曲率 空间 。 


35 李 对 数 


有 二 个 ” 维 微分 流 形 M， 祥 的 坐标 邻 域 芝 ,三 ， 设 它们 的 局 部 坐 
标 分 别 为 X 和 2 以 及 yy 今 有 L7 与 矿 的 C! 级 同 
及 映 射 f/， 设 此 映射 由 
y= f(x sxe Xx") (f=1,2,..…,7) (5.1) 
给 定 。 这 时 ， 还 有 
Xi gy ,yy") (5.2) 
改 对 于 U 上 的 一 次 微分 形式 @ = p;(x!,…,x")dx! 有 人 矿 上 的 一 次 
微分 形式 


n 92X 
万 (9 9 ) 3792 (5.3) 
与 之 对 应 。 地 | f(@) 记 之 。 而 对 于 U 上 的 疝 量 场 X=a'i(x!,.…, Xx") 
=- 有 


dx’ 


9 yi 9 


ai (g!,*,0") 
与 之 对 应 。 以 让) 记 之 。 
一 次 微分 形式 @ 就 是 共 变 向 量 场 , 线性 算 子 元 就 是 反 变 疝 量 场 。 
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机 


推广 以 上 想法 ， 也 可 一 样 考虑 一 般 张 量 场 。 例 如 ， 对 于 (1,1) 型 张 量 
个 = (ti ) 米 讲 ， 和 


7 = —_ COqxi, (5.5) 


ti 二 本 
在 映射 (5.1) 下 得 
9 3 3 9 axi 
i f 一 h 
3x xr ay” dx = yrdy 


故 对 于 (5.5)， 有 


1 t yd ~ -一 一--- 二 一 


单 参数 变换 群 ”在 一 微分 流 形 
MM 的 坐标 邻 域 里 假设 给 定 问 量 场 过 一 一 


v= (vi), 设 局 部 坐标 为 x ' ,Xx?，…， +t 


dy’ (5.6) 多 


二 
x"， 关 于 自然 标 架 w 的 分 量 为 v1， TO 
De 在 这 里 vi(x! ，…，XaD 记 
以 v'(x)。 设 微分 方程 第 ?.6 图 
vA) (1,2,.5) (5.7) 
在 初始 条 件 
当 !=0 了 有 时，AX=xX (TI=1 2 9) 
下 的 解 为 
X= f(t,x) = fi(t;x ,x") (5.8) 
这 时 ， 根 据 以 下 讨论 知 * 
f'i(stt,x)= f'(s, f(t, xX)) (5.9) 
左边 的 函数 满足 . 


-Cs ‘Cs +tsx) =v'(f(s +1,x)) 


加 d 

~ dls+1) 7 
当 s = 0 时 ， f'i(s+i,x)= f'(t,x) 

右边 的 函数 满足 
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fCss ft)) = vf 5, f (t,x))) 


当 s=0 时 ,fi(s, f(t x)) = fi(0, f(t x)) = fi(t, x) 

即 fi(s +t,x) 与 fi(s,f(t,x)) 满 足 相 同 的 微分 方程 与 相同 的 初始 
条 件 ， 故 相等 。 

根据 (5.9) 与 /1(0,x) =x! 知 ， 由 (5.8) 表示 的 从 x ，… xn 到 
亏 1 2 的 变换 在 上 =0 的 附近 £5 具有 以 t 为 参数 的 群 性 质 。 称 之 为 
局 部 变换 群 . 

假设 记 f(x) = f(t,x)， 则 得 

fo x) =x, ffi(x)) = frilx) 

李 导 数 (Lie derivative〉 其 次 考虑 以 向 量 场 v 为 基础 求 张 量 
场 了 的 导数 。 如 上 所 述 ， 由 v 决定 局 部 变换 群 。 现 在 考虑 在 X= 
fi(x) 的 反 变 换 x= 三 (TXT) 下 , 将 点 于 处 的 张 量 汤 7( 半 ) 根 据 (5.8) 
变 为 点 ~ 处 的 fT(X)), | 


(TT)= lim ~ -人 -7 (x)) (5.10) 
定义 x 处 了 的 李 导 数 。 
例 1 对 于 函数 中 =Gx)，4 必 (9) 如 下 所 示 。 首 先 ， 从 (5.7)， 


《5.8) 可 见 
Xi=~xittvi(x) +0o(t) ‘5,11) 


f_ (PR = prttv to = p(x) 上 to 3 +o(t) 


下 
hi 


(9) = fim 1 (FeCX))- q(x)) -ou 于 


例 2 对 于 及 变 向 量 w= (wi)， 讨 论 如 下 。 
首先 ， 由 (5,11) 得 


i 3 
9 从 =6) ti 0 7 +O(t) 故 一 
Dox! 


dxi 一 bi dui 
3 所 | Xi 


因此 


9 
ui | i 


+ 0(1)) (OFi 


= (ui(x) + fous + 


， on: DBz)i | 
~ i i | _ 
(4 (x) + flv di 2 了 7 ) + ot) Bt 


故 得 
0 
f(r 7) = (vi - 3) 一 (5.12) 
令 U=wi， 信 =vi3+， 则 此 结果 可 写成 
xX! 0x! 


EU)=VU-UV 
于 处 VU -UV 普通 写 做 [让 ， UJ, 
例 3 对 于 共 变 向 量 w= (w;)， 
wlX)dX’i=w(x tiv+o(l(t))d(x! +ivi+o(t)) 


=(w (x) + + oD) )( dx + 


= (wiCx) 十 to wi + wi 


元 1 wy 


由 此 得 
Fwdr) = (vB + wd ax’ 


用 例 1, 2, 3 里 所 述 方法 可 计算 一 般 张 量 场 的 李 导 数 。 
黎 受 空间 里 的 李 导数 “在 黎 曼 空间 里 导入 黎 曼联 络 ， 由 此 可 定义 
张 量 的 共 变 导数 如 前 所 述 。 运 用 这 种 导数 则 (5.12) 变 为 


0 | .、9 
Yo) = (op 本 WP 
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dz 1 | 
V jw = tT, iv’ = -了 TD ‘, Di = 


显然 。 同 理 得 
Pwidxi) = (viIV jw; t+ wi wi dx 
再 者 ， 对 于 共 变 张 量 场 (ai;)， 
Laid x Odxi) = (vi gpa; + on ju + Qs7 iw) dq xi qxi 
等 别 当 g= (gij) 为 黎 曼 空间 的 基本 张 量 时 ， 有 
(gidxiOdxi) = (gu jv + gayr ww) d xi dxi 
当 向 量 场 v 的 生成 局 部 变换 群 是 等 距 变换 群 时 ， 则 ” 称 为 开 玲 
《Killing) 问 量 场 。 因 
ON = gi(X)dXiOdXi 
放 由 李 导 数 的 定 定义 
EgiidxiOdx!i)=0 
. 扼 
giaV 10" + GaiV iw* = 
于 是 令 zi = gaV jo* 则 
Uij= — Uji 
好 开 玲 向 量 场 满足 此 和 条件 。 
在 研究 黎 曼 空间 的 等 距 变 换 群 时 ， 考 察 开 玲 回 量 场 是 不 可 少 的 。 


$6 齐 性 空间 与 对 称 空间 


对 于 黎 曼 空间 1M 的 任意 二 点 p,q， 如 果 存 在 几 的 等 距 变 换 将 p 上映 
为 g; 则 称 MM 为 齐 性 的 (homogeneous)。 这 是 因为 ,对 于 任意 二 点 p， 
9， 它们 的 邻 域 做 为 黎 曼 空间 具有 相同 结构 .在 这 种 意义 下 是 齐 性 的 。 

例 1 欧 氏 空间 是 齐 性 的 。 

例 2 三 维 欧 氏 空 间 的 球面 做 为 二 维 歼 曼 空 间 是 齐 性 的 。 原因 
是 ， 在 绕 球 心 的 回转 下 ， 球 面 与 球面 重 技 ， 而 且 任 意 点 可 变 为 任意 
.点 。 
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例 3 正 贺 柱 面 在 绕 轴 回转 与 沿 轴 向 平移 下 重 迭 在 自己 之 上 ， 而 
且 其 上 任意 点 p 变 为 任意 点 9， 因 此 是 齐 性 的 。 相 反 ， 正 圆锥 面 不 是 
齐 性 的 。 

例 4 在 路 氏 空间 里 ， 将 正方 形 

0<x!<1, 0<x*<1l 
的 对 边 同 向 相 贴 而 成 二 维 流 形 M 上 引进 黎 曼 度量 
CS 二 (CQx 7) 二 (CdX2 7) 
这 时 ， 由 
(x!)/=x! +ta!, (x’)/=x*+a’:(mod 1) 
决定 的 变换 (x!,x’*) 一 ((x!)’”，(x?*)’) 是 等 距 变换 。 存 在 这 样 的 变换 
将 一 点 变 到 MM 的 任意 点 ， 故 MM 是 齐 人 性 空间 ， 

例 5 设 S, 为 园 ，S。 为 二 维 球面 (三维 欧 氏 空间 的 球面 )， 
把 它们 看 做 黎 曼 空间 ， 作 它们 的 直 积 黎 曼 空间 M = xs。 根 据 图 
SS, 的 回转 ac; 与 球面 $s 的 回转 ac， 而 成 朵 的 等 距 变 换 ，j 愉 是 齐 性 空 
闻 。 能 够 证 明 此 空间 的 等 距 变换 只 有 用 c， 与 0 作成 的 ， 

在 齐 性 黎 曼 空间 里 ， 从 和 群 的 定义 立即 可 见 ， 等 距 变 换 全 体 作 成 
群 。 

例 1,2 的 齐 性 空间 与 例 3，4，5 的 齐 性 空间 有 显著 区 别 。 那 就 
是 ， 在 这 些 空间 的 等 距 变 换 群 中 考虑 固定 一 点 者 ， 由 此 在 p 的 切 空间 
中 引起 的 回转 〈 其 正确 定义 在 这 里 从 略 》 是 

在 例 1,2 里 是 所 有 的 回转 ， 

在 例 3 里 是 180” 的 回转 ， 在 例 4 里 是 90"，180” 的 回转 ， 

在 例 5 里 是 绕 一 轴 的 回转 。 

”一般 在 齐 性 室 间 里 固定 一 点 的 等 距 变 换 全 体 作成 的 群 称 为 迷 向 群 
(Group of Isotropy) 。 它 在 切 空间 里 引起 的 回转 群 称 为 线性 迷 向 
群 。 这 时 成 立 下 列 

定理 7.13 当 线 性 迷 向 性 是 由 绕 一 点 的 所 有 回转 而 成 的 群 时 , 则 
此 空间 是 常 曲率 的 。 : . 

当 线性 迷 向 群 是 由 回转 全 体 而 成 时 ， 称 此 齐 性 黎 曼 空间 具有 上 自 
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由 运动 性 〈Free mobility)。 也 可 以 说 是 齐 性 迷 向 性 。 上 列 定 理 说 
明 ， 具 有 这 样 性 质 的 空间 是 常 曲 率 的 。 但 其 送 不 真 。 其 实 ， 例 3，4 
虽 是 常 曲率 空间 ， 但 不 具备 自由 运动 性 ， 

非 欧 平面 (p.83)〉 与 非 欧 空间 (p,160) 具有 自由 运动 性 。 这 些 空 
间 的 重要 性 之 一 就 在 这 里 ， 

对 称 黎 晶 空 间 (symmetric Riemmannian space) 在 欧 氏 平面 
与 欧 氏 空间 里 ， 关 于 任意 点 的 对 称 是 等 距 变 换 。 又 在 球面 上 ， 关 于 任 
意 点 a， 在 通过 它 的 任意 测 地 线 〈 大 圆 ) 
上 ， 在 a 的 两 侧 取 二 点 p,p 到 a 等 距 ， 
对 于 p 以 p’ 对 应 之 ， 则 此 对 应 是 等 距 映 
射 。 

一 般若 关于 黎 曼 室 间 的 各 点 在 局 部 意 
义 下 给 定 这 样 等 距 变 换 时 ， 称 此 空间 为 局 
部 对 称 黎 星空 间 。 于 是 成 立 下 列 

定理 7.14 在 局 部 对 称 黎 曼 空 间 里 ， 
曲率 张 量 作成 平行 张 量 场 。 即 曲率 张 量 的 共 变 导数 为 0。 

又 整体 对 称 黎 曼 空 间 的 定义 是 ， 有 黎 曼 空间 M， 对 于 其 任意 点 a 
如 果 存 在 以 a 为 弧 立 固定 点 的 等 距 变 换 o。 而且 (o0,)? 是 恒 等 变换 〈 不 
改变 任何 点 的 变换 ) ， 则 称 M 为 对 称 黎 曼 空 间 . 

这 种 整体 意义 的 对 称 空间 是 如 下 所 述 的 局 部 对 称 空间 。 今 对 于 
peM， 设 0,《p)=p’， 则 由 o6(os(p))=p 得 o.(p’)=p。 当 pp 在 a 附 
近 时 ，p’ 也 在 a 的 附近 ， 连 结 二 点 p，p 的 测 地 线 弧 在 ce 下 不 变 。 
故 其 中 点 是 固定 点 ， 但 在 a 的 附近 只 有 u 是 固定 点 ， 故此 点 是 Co 
故 在 a 的 附近 讨论 的 话 ， 则 ca。 在 通过 a 的 测 地 线 上 对 应 于 二 后 ， 
此 二 点 在 a 的 两 侧 并 且 到 a 的 距离 相等 。 因 ca。 是 等 距 变 换 ， 故 4 
为 局 部 对 称 黎 曼 空 间 。 

欢 氏 空间 以 及 n+1 维 欧 氏 空间 中 的 球面 是 对 称 黎 曼 空 间 。 但 取 
其 一 部 分 而 成 的 黎 曼 空间 局 部 地 虽 是 对 称 空间 ， 但 整体 好 并 不 是 。 

人 们 还 知道 


第 7.7 图 
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定理 7.15 对称 黎 曼 空 间 是 齐 性 空间 。 
方才 讲述 的 例 是 常 曲 率 的 情况 ， 以 下 谈 谈 别 的 例子 。 


格拉 斯 曼 流 形 (Grassmann manifold) 在 ” 维 欧 氏 向 量 空间 


里 ， 考 虑 & 维 (1<hk<n-1) 子 向 量 空间 。 固 定 &， 考 虑 这 样 空间 
Ls 的 全 体 ， 把 各 二 看 做 它 的 元 素 ， 可 以 证 明 它 作成 &(n 一 R》 维 微 
分 流 形 。 称 此 流 形 为 格拉 斯 曼 流 形 ， 于 其 上 给 定 黎 曼 度量 如 下 。 在 
LZ。 中 取 标 准 正 交 基 el，es，…，ei， 以 后 的 ep1: 1,…,e， 的 选 法 是 使 
el ,Ee 是 殉 氏 向 量 空间 的 标准 正 交 基 . 又 设 


a = (〈(q ec,e)) 


/1Q=1 2 , 居 
， | ) 
[ ， 六 


A=k+1,kR+2,.……,n 
可 以 证 明 式 中 as 与 L。 中 取 的 el,…,es 以 及 与 ,垂直 的 e@,,,， 


令 


一 ve 的 取 法 无 关 ， 因 此 ， 这 个 ds* 是 格拉 斯 受 流 形 的 黎 曼 度量 ， 根 


定理 7.16 格拉 斯 曼 流 形 是 对 称 歼 曼 空间 . 


证 明 今 任意 取 定 一 个 L(， 设 它 是 L8。 考虑 张 成 LW) 的 标准 


正 交 基 el ,…,eW 以 及 和 它们 一 道 作 成 整个 标准 正 交 基 的 eko) ,… 
er, 用 它们 作 基底 时 设 任意 向 量 x 的 分 量 为 《xi Xay pw，XpyXh+19 
…5Xn)， 取 以 
(XiyX2 rs Nes — Xiatris'rs— Xs) 

为 分 量 的 向 量 x 与 之 对 应 ， 设 此 对 应 为 0,9 不 改变 向 量 的 内 积 。 故 
将 o 作用 ZL 上 ， 它 是 ds: 的 等 距 变 换 。 又 o? 是 恒 等 变换 ， 在 ac 下 
不 变 的 L; 只 有 Lr"。 这 样 ， 格 拉 斯 曼 流 形 是 对 称 黎 曼 空间 . 

Elie Cartan (1869 一 1951) 注 意 到 对 称 歼 曼 空 间 ， 经 过 他 一 人 之 
手 几乎 彻底 研究 完 。 此 空间 在 齐 性 黎 曼 空间 中 是 最 基本 的 ， 它 的 应 用 


极 广 。 特 别 是 以 欧 氏 空间 与 球面 为 基础 的 某 种 分 析 学 的 基本 定理 可 以 


扩充 到 这 种 对 称 黎 曼 空 间 里 来 ， 因 此 近年 更 加 受到 数学 家 的 关心 
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87 ”空间 形 问 题 


即使 是 平坦 黎 曼 空间 (曲率 为 0 的 空间 ) ， 其 整体 结构 未 必 是 
种 。 例 如 二 维 平 坦 黎 曼 空间 的 和 铺 况 ， 欧 色 平 面 与 正 圆柱 面 就 整体 而 言 
完全 不 同 。 还 有 ， 将 正方 形 

0<x1<1, 0<x,<1l 
的 对 边 同 向 相 贴 而 得 的 圆 环 面 上 导入 黎 曼 度量 
ds*=dx?+dadx!} 

是 平坦 的 。 

一 般 ， 连 通 而 且 完 备 的 常 曲率 黎 曼 空间 称 为 空间 形 (space 
form) 。 空 间 形 

当 划 率 为 0 时 ， 称 为 欧 氏 的 ， 

当 曲 率 为 正 时 ， 称 为 球 的 。 

当 曲 率 为 负 时 ， 称 为 双 曲 的 。 
这 是 因为 下 列 定理 成 立 之 故 。 

定理 7.17 连通 ， 单 连通 ， 完 备 常 曲率 KK 的 黎 曼 空间 与 下 列 之 
一 等 距 。 

(1) 闭关 =0， 欧 氏 空 间 ， 

(2) 若 太 二 0， 双 曲 空 间 ， 

(3) 若 一 0， 球 空间 ， 

非 单 连通 空间 形 的 完全 决定 问题 尚未 充分 解决 。 然 而 在 二 维 情 
况 ， 下 列 定 理 已 经 清楚 了 。 

定理 7.18 二 维 球 空间 形 只 有 球面 或 椭圆 平面 〈 在 球面 上 关于 
球 心 对 称 的 二 点 看 做 一 点 而 得 者 ) 。 

定理 7.19 二 维 欧 氏 空间 形 只 
有 下 列 情况 。 平 面 ， 圆 柱 面 ， 无 限 麦 
纱 乌 斯 带 ， 克 莱茵 瓶 。 、: 

定理 7.20 ”定理 7.19 以 外 的 闭 7 
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曲面 是 双 昌 空间 形 . 
例如 将 二 回环 面 的 一 部 分 剪 开 再 贴 在 一 起 《如 第 7.8 图 ) 就 是 。 


$8 由 入 问题 


三 维 欧 氏 空间 中 的 曲面 是 二 维 黎 曼 空间 。 而 且 其 送 也 成 立 。 

定理 7.21 C? 级 二 维 黎 曼 空间 局 部 地 做 为 曲面 可 实现 在 三 维 欧 
氏 空 间 中 。 

然而 对 于 n(n 之 3) 维 时 ，n +1 维 欧 氏 空间 的 n 维 曲 面 ( 超 曲面 》 
是 n 维 黎 曼 空 间 ， 但 此 黎 曼 空间 是 特殊 歼 曙 空间， 并 不 是 一 般 的 。 而 
且 ， 这 时 下 列 定 理 成 立 。 

定理 7.22 C:* 级 n 维 黎 曼 空 间 可 以 局 部 地 做 为 子 空间 实现 在 


-aa+ 了 维 欧 氏 空间 之 中 。 


89 高斯。 前 尼 足 理 的 扩充 


在 p.79 阐述 了 二 维 黎 曼 空间 的 高 斯 。 骨 尼 定 理 ， 这 里 讲 此 定理 
在 偶数 维 歼 曼 空间 上 的 扩充 。 

首先 假设 n 维 微 分 流 形 1W 满足 以 下 二 条 件 : 

(1〉 可 定 回 (2) 具有 可 数 基底 
我 们 来 讲 在 村 上 积分 % 次 外 微分 形式 。 这 里 所 说 具有 可 数 基底 就 是 ， 
适当 选取 以 的 可 数 邻 域 系 〈 基 ) ， 则 其 任意 开 集 是 比邻 域 系 中 几 个 邻 
域 之 和 。 

对 于 n 次 外 微分 形式 2828， 设 下 不 为 0 的 点 集 的 闭 包 是 紧 致 的 。 
若 M 自己 紧 致 ， 则 所 有 2 具有 这 样 性 质 。 对 于 这 样 4， 可 唯一 地 对 


应 以 具有 下 列 性 质 的 实数 |9. 


(1) | + 02,) 一 | 。， +|9， 
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(2) 当 2 在 一 坐标 邻 域 0 之 外 为 0 时 ， 对 于 UL 内 的 局 部 坐标 
Xs X", 设 = f(x ,x ,XI dx Adx:AAdx", 则 


19 = | fs s,s da dee da 


称 此 |9 为 @ 在 M 上 的 积分 . 


其 次 设 紧 致 孔 的 边界 3D 具有 下 列 性 质 ， 
取 MM 的 坐标 邻 域 U， 于 UU 中 取 适 当 的 坐标 (w ,w?:,…,w") 使 得 
在 3DNU 里 w=0, 在 DINU 里 wr* 宇 0。 

这 时 ， 由 于 这 样 坐 标 系 的 取 法 可 给 3D 定向 。 称 此 DD 为 具有 正 
则 边界 的 域 。 

在 这 种 定义 下 ， 成 立 下 列 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 。 

定理 7.23 设 D 为 可 定向 的 具有 可 数 基底 的 2 维 流 形 的 紧 致 域 ， 
9 为 天 次 外 微分 形式 ， 而 且 

Qn 


jj 


此 定理 的 二 维 情况 已 在 p.23 讲 过 。 这 是 一 个 应 用 极 广 的 定理 ， 
下 述 高 斯 。 骨 尼 定 理 的 扩充 也 是 从 它 证 出 的 ， 
高 斯 。 期 尼 (Gauss-Bonnet) 定理 的 扩充 。 有 2n 级 标致 可 定 卫 
黎 曼 空间 MA 。 设 其 线 素 为 
Gd =) +(0) + + (02")? 
对 此 ， 设 曲率 微分 形式 为 @;i。 并 且 令 
2 = (-1)" 多， 5i， -ii 日 9i…@9; en 


2°"mn1 > 天] 


则 


可 证 它 是 与 OS 2 的 取 法 无 关 的 微分 形式 。 式 中 2 729……y 
‘gn 是 1,2,.., 27 的 排列 ， 随 着 此 排列 为 偶 背 设 Oi in 为 土 1 
用 此 22， 高 斯 。 般 尼 定 理 的 扩充 变 为 
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| =X(CN) 
MM 


式 中 XCM) 称 为 MM 的 欧 拉 ， 庞 加 莱 示 性 数 (Euler-Poincaré cha- 
racteristic), 是 表示 以 的 拓扑 性 质 的 一 个 数 . 如 果 用 贝蒂 数 Bi(i = 0， 
1 ,2,…,2n),x(M) 可 写 为 


21 
XCM)= >》 (-1)iB, 
E 吧 


310 ”调和 积分 


先 考虑 紧 致 二 维 黎 曼 空间 。 对 于 M 上 定义 的 一 次 微分 形式 @， 如 


果 
do =1 

时 ， 则 称 @ 是 六 的 (closed)。 又 如 果 在 M 全 体 上 存在 函数 f 使 得 
(D =adji 


则 称 ® 是 恰当 的 (exact)( 或 上 边界 (coboundary)). 闭 一 次 微分 形式 
全 体 作 成 加 法 群 。 即 若 @:，om， 是 闭 一 次 微分 形式 ， 则 ciol t+tcyo， 
《ciyc*。 是 常数 ) 也 是 这 样 。 又 恰当 一 次 微分 形式 全 体 也 是 如 此 。 今 
闭 一 次 微分 形式 的 加 法 群 / 恰 当 一 次 微分 形式 的 加 法 群 

妈 设 8,，%。 是 闭 的 ， 根 据 

|—0, = df > ~ 
而 将 @ 全 体 分 类 ， 在 类 之 间 按 自然 方法 考虑 加 法 ， 与 数 的 乘法 使 之 成 
群 。 人 们 知道 此 加 法 群 作成 有 限 维 向 量 空间 ， 故 可 以 考虑 它 的 维 数 。 
这 个 维 数 与 用 的 所 谓 第 一 贝蒂 数 (Betti number)、 拓 扑 学 上 基本 的 
数 一致。 这 个 贝蒂 数 的 意思 见 下 列 叙 述 。 
对 于 M 中 的 域 刀 考虑 它 的 边界 , 记 以 3D. 而 且 将 3D 看 做 有 向 曲线 

如 下 页 左 图 所 示 。 如 果 刀 是 右 图 中 的 有 和 斜 线 部 分 ,规定 3D = ci -cs。 
其 中 -2c: 是 取 c。 的 反 向 。 一 般 对 于 闭 曲 线 cl ，cs， 人 也 考虑 乘 以 
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常数 以 及 加 法 。 再 以 域 如 !，D，…… 为 基础 考虑 加 法 群 ， 对 于 其 元 人 
按 自然 的 方法 考虑 3D。 称 此 3D 为 边界 。 边 者 的 全 体 也 作成 加 法 


群 ， 由 
闭 曲线 的 加 法 群 /边界 的 加 法 群 28 
可 作成 新 加 法 群 。 即 由 , 
ci1—-cs=9D€>c ~ce, 
分 类 ， 按 自然 方法 使 类 全 体 成 为 加 法 
群 。 这 样 得 到 的 加 法 群 是 有 限 维 的 ， 
其 维 数 称 为 M 的 第 一 贝 蓝 数 。 
方才 讲 的 是 二 维 微分 流 形 杂 上 的 
事 ， 从 现在 起 把 几 看 做 黎 曼 空间 。 假 
贡 给 定 了 线 素 
qs = (0 )?+ (0 )’ 
对 于 一 次 微分 形式 @ 可 令 
w= pi%' +bpbo- (pi1s PP 是 函数 ) 
再 作 一 次 微分 形式 


p= p10 — pm 
从 % 作 p 的 方法 与 基本 标 架 @:，m， 的 取 法 无 关 (参照 bp.37) 。 如 
时 、 
aao =10 而 且 dp = 0， 

则 称 w 为 调和 形式 (harmonic form)。 调 和 形式 全 体 作 成 加 法 群 。 
人 人 们 知道 ， 此 加 法 群 的 维 数 与 的 贝蒂 数 | 一致。 故 如 想 调 查 杂 的 
贝蒂 数 只 要 调查 调和 形式 即 可 。 调 和 形式 是 很 具体 的 东西 ， 实 际 调查 
起 来 往往 较 容 易 ， 因 此 这 种 关系 非常 重要 。 

一 次 调和 形式 与 拉 氏 方程 有 密切 关系 。 即 因为 go = 0， 故 局 部 地 
w=qdf， 以 下 如 p.38 所 述 ， 

dp=d(f ,1%° 一 oo:) 二 A 

如 果 If=0， 则 w=df 是 调和 形式 。 . 

到 县 前 为 止 讲 的 是 二 维 歼 曼 空 间 的 一 次 微分 形式 以 及 第 一 贝蒂 
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数 ， 同 理 可 以 讲 ”维和 歼 曼 空间 的 丸 次 外 微分 形式 与 第 R 贝蒂 数 。 以 
下 只 讲 次 调和 形式 的 定义 。 
设 MM 为 n 维 黎 曼 空 间 ， 
ds* = (8) 二 (oO + + (0")? 
设 次 外 微分 形式 为 
2 = >》 ， TAR AA (10.1) 
式 中 (ai 1) 是 反 称 张 量 ， 求 和 的 意思 是 从 1,2,…,n 任 取 & 个 的 
排列 | ?19729 "9389 关于 这 种 排列 相 加 。 今 定 义 二 人 为 全 
*Q = Dea nttiA or A A (10.2) 
式 中 1 19729 89 TR+19° "oln 是 1, 2 5 好 的 排列 ， 当 此 排列 为 偶 排 
列 时 e 为 +， 为 奇 排列 时 为 仙 。 求 和 与 (10.1) 一 样 考虑 
当 


dQ=0, d(*Q)=0 
时 ， 称 @ 为 调和 形式 .在 研究 ” 维 紧 致 黎 曼 空间 的 贝 蕃 数 这 样 拓扑 
性 质 上 ， 它 起 着 重要 作用 。 
而 在 不 一 定 是 紧 致 黎 曼 空 间 上 ， 将 调和 形式 的 定义 稍 加 推广 如 下 
比较 合适 。 先 定义 算 子 8 为 


8=( 1)" HD +igge, 
令 
A=dd+dd, 
当 4Q =0 时 ， 则 称 9 为 调和 形式 。 
车 d=0，qd*2 =0， 当 然 48=0， 当 空间 紧 致 时 其 送 也 成 立 。 ” 
3$11 训 拉 流 形 . 


设 有 2n 维 微分 流 形 ， 可 取 个 复数 z!,z*,…,z" 做 为 其 局 部 华 
标 ， 在 二 坐标 邻 域 相 重 迭 处 ， 相 同 点 的 两 种 复 坐 标 2'!，2?,…，z” 与 
Wl 之 间 的 一 一 对 应 的 表示 式 
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wi= 让 (>1，22 228) 

中 ,又 设 f1(z1,z*,…s2") 是 2!',2?,…,2" 的 正则 隔 数 ( 即 fi 可 展开 为 
z!,2:，,…s2" 的 整 孙 数 ) 。 这 样 的 微分 流 形 称 为 n 维 复 流 形 (complex 
manifold) 。 

如 用 实数 坐标 ， 上 述 事实 可 叙述 如 下 ,。 令 2!= xi+iy!， wi= wi+ 
iv! (xi, yi,u!svi 是 实数 ， 171=1 2…… 3) ， 则 

ui = pi, vi=W z 

式 中 gi, 是 x!1,x*,…,Xx”,y!，y ?，… sy” 的 函数 并 满足 


ap! 3 ap! 93v! 
xh yk? 9 yr 二 xs 
假设 在 复 流 形 里 给 定 
ds:=hi(2, 2%)dzidzi (11,1) 


式 中 Ai =hij;(z9Z) 是 Xl yl XY X,Y" 的 通 数 ， 设 (hij) 是 正 
定 厄 米 形式 ( 即 Ai = 万 5。 再 从 


zi=xi+iyl, Zi=xi—iyi 
得 xf = (zl+ BI), yi= -2 (2!— Fi!) 
2 23 


赦 可 将 MX1ly Vis Xs Ys XY 的 画 数 看 做 Zl 1l,27, 2 205 
z" 的 函数 ， 因 此 放 写 成 h(z,*) 这 样 。 

如 果 将 Mr 看 做 实 微分 流 形 ， 则 度量 (11.1) 使 此 流 形 为 笋 曼 空 间 。 
具有 这 种 度量 的 空间 称 为 厄 米 空间 (Hermitian space)。 在 尼 米 空间 
里 可 考虑 与 空间 有 联系 的 二 次 外 微分 形式 
Q=hdziAdzi z (11.2) 
这 时 ， 如 果 

dQ =0 (11.3) 
成 立 ， 则 此 厄 米 空间 称 为 岗 拉 空间 (Kihlerian space)。 
在 凯 拉 空间 里 ， 和 人 们 知道 存在 浮 数 = 大 (z,#) 使 得 


902 天 


Ai = 021971 


(11.4) 
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以 下 举 凯 拉 空间 的 例 ， 
例 1 在 22 维 欧 氏 空 间 里 ， 使 用 笛 卡 儿 坐 标 La X 


则 
as =(qdXI)2 二 (dxX2)2 + + (dx")? 
于 是 令 
XI1AEX2 一 21I，MX3 二 14 一 22 X2nv1 十 2 二 2 
则 
ds*=dz!d%!+dz:dz*+...+dz"dz" 
关于 


QO=dziAdz!t+tdz*Ads:+...+dz"Adz" 
d=0 
故 它 是 凯 拉 空间 。 而 且 
K=2z12%!t+t2 :2° + +2"%" 
例 2 复 射 影 空间 (complex projective space) 
先 说 明 实 射影 空间 。 在 三 维 空间 里 ， 考 虑 笛 卡 儿 坐 标 x!，x?， 
X” 以 及 平面 P,: x’*=1。 考 ! 
虐 此 平面 P* 上 的 点 p(X1， 
广 ?*,1) 以 及 通过 原点 的 直线 7， 
考 碟 点 pp 与 直线 1 的 对 应 。 除 
了 x'x? 平面 上 的 直线 外 ， 这 
种 对 应 是 一 对 一 的 。x'x? 平 
面 上 的 直线 所 对 应 的 点 也 添加 
在 平面 x =1 上。 以 下 讨论 这 
样 的 平面 ， 称 之 为 射影 平面 。 
所 谓 射影 平面 上 的 点 就 这 7.10 图 
是 ， 至 少 一 个 不 是 0 的 三 个 实数 的 排列 (x!,x?*,x) 按 


ti x! x x 


右 yi 一 7y2 ys? 则 | (X1X2X3) 一 (yy2y3) 


的 等 价 关系 一 分 类 而 得 的 类 。 这 样 的 点 全 体 称 为 射影 平面 。 在 射影 平 
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面 上 ， 由 
3 一 pi'xi (i=1,2,3) 但 det(p;') 半 0 
将 后 (x ，x*，x') 变 为 扩 (y ，》*”，y") 是 此 平面 上 的 位 移 。 
射影 平面 也 可 想象 是 球面 但 其 上 关于 球 心 对称 的 点 看 做 相同 的 


所 。 
至 于 复 射 影 空间 已.， 在 复 n+1 维 向 量 空间 Cs,+， 里 ， 两 个 向 量 
2 一 (Zi22 99290328+ ) WW= Wl "+t!) 
按 
-= 2 = … = -2 寺 >2~w (11.5) 
分 类 ， 各 类 称 为 点 ， 这 样 点 全 体 就 是 复 射影 空间 . 
在 Cr 里， 出 
2027》=21%! 2 t+ +2"g"+2 IE? 
定义 内 积 ， 考 虑 球面 
《> 2>=T (11.6) 
满足 此 条 件 的 向 量 z 中 ， 设 对 应 于 P; 的 相同 点 者 为 z,w， 则 由 
《2,2>=1, 《w,w)=1 《11.7) 
与 (11.5) 得 / | 
WwW = 他 《ca 是 实数 ). 《11.8) 


故 已 .的 点 是 满足 (11.6) 的 向 量 ， 再 由 (11.8) 定义 w~z， 由 此 

分 类 而 得 。 于 是 设 4zy,z>= 1， 令 

qds = dz,d2)— (dz,2)(z,d2) 《11.9) 
则 当 (11.8) 成 立时 可 证 
: dw, dw — dw, ww dw> = Cdz,d2) (dz,2) C2,d2) 
故 (11.9) 是 已 上 的 度量 。 而 且 (11.9}; 的 右边 的 共 斩 是 它 自己 ， 也 可 
证 明 它 是 厄 米 度量 。 再 令 

(人 2 =《dz 人 dzy>- cd sy Mca, dz 
它 是 基本 二 次 外 微分 形式 ， 又 知 

ad 人 =0 
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因此 得 
(11.9) 是 P, 上 的 凯 拉 度量 ， 
逢 :之 为 椭 园 度量 (elliptic metricy)。 


再 令 
和- 2, |Z1*= (2, 2)= D212 
j=1 
则 得 
ds2?=(1+|2712)2(0dq2ZadZ)+>》 dg2Z221-adZIZI2) 
， | 

(11.10) 

在 复 1 维 .n=1) 时 ， 此 度量 变 为 

dzd% 

ds” = Ty (11.11) 


令 z=x!+ix*， 则 得 
(dx') +(dx)® 
(1+ (x) + (x*)*)? 
根据 p.86 所 述 ， 这 是 常 盟 率 为 1 的 黎 曼 空间 。 
但 在 一 般 维 数 的 情况 下 ，(11.10) 并 不 是 常 昌 率 黎 曼 空 间 。 


ds” = 


县 有 这 样 度量 的 复 射影 空间 在 凯 拉 空间 中 是 最 重要 的 ， 例 如 (11. 
11) 在 复 一 元 级 数 的 某 种 研究 上 有 用 ， 而 (11.10) 在 复 2 维 解析 映射 


的 研究 上 使 用 。 


一 般 在 凯 拉 空间 里 调和 积分 的 理论 非常 简明 ， 因 此 可 导入 这 种 度 
量 的 复 流 形 的 拓扑 结构 容易 研究 ， 凯 拉 空 间 的 重要 性 的 一 大 半 就 在 这 


氮 上 . 


S12 广义 黎 曼 空间 


在 特殊 相对 性 理论 里 ， 在 空间 的 直角 坐标 为 (Xx!1,x*, xX") 的 扣 ， 
附加 上 时 刻 :， 把 它 看 做 4 维 空间 的 点 (x xx 有， 在 这 个 空间 里 
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| 
ds*=(dx')*+(dx:):+(dx’):~c*di* (c>0) 
为 度量 时 ， 称 此 空间 为 敏 离 斯 基 空 间 (Minkowskian space)。 


在 这 里 ， 只 有 对 于 右边 为 正 的 方向 ，|ds 才 有 意义 。 


一 般 设 在 微分 流 形 村 上 关于 局 部 坐标 x ,x*,…,x" 给 定 度量 
ds* = gii(x!',.……, Xx")dxidxi (gii= 9i) 

式 中 (gi;;) 只 满足 det(gij) 志 0 ， 不 要 求 是 正定 的 。 给 定 这 样 度量 的 
空间 称 为 广义 笋 曼 空 间 ， 特 别 当 不 是 歼 曼 空间 时 称 为 pseudo-Rie- 
mannian 空间 。 

在 广义 黎 曼 空间 里 

黎 曼 联络 ， 展 开 ， 张 量 的 微分 
等 也 和 黎 曼 空间 的 情况 一 样 处 理 ， 但 在 pseudo-Riemannian 的 情 
况 ， 在 下 列 问题 上 却 很 不 相同 。 

有 时 在 其 切 空间 中 ， 如 取 适 当 的 标 架 ， 疝 量 x，y 的 内 积 变 为 


CX, y= Xl y+ XE yh Xt! yhtl 一 — x"y" 
的 形状 ， 对 于 非 0 向 量 x 也 有 时 
《XXX>= 10. 


并 且 一 般 来 讲 垂 直 关 系 非 常 复杂 。 因 为 这 样 ， 在 普通 黎 曼 空间 里 成 立 
的 性 质 ， 有 很 多 在 pseudo~Riemannian 的 情况 却 不 成 立 。 而 这 种 空 
间 的 研究 和 应 用 在 将 来 会 给 各 种 研究 提供 新 方向 ， 
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习题 略 解 
习 题 一 


1 (1) vv 8 (2) 没 夹 角 为 a， 则 
aib1 + (aib,+a.b1)cos0 +a,6, 


二 二 一 一 二 -一 一 一 -一 一 
cv 030 0TC0S6+O WV bi + 2D.0,COS0+b? 


(3) -lawb: —ab|sin9 


2 (1) wai+az+as+2csaacosa+2asacos8+ 2a,a,COSY 


(2) Labo Tcosra- co Bcosyt2cosacosBoosy 


3 (1) 不 是 张 量 (2) 是 张 量 

4 (1) 不 是 向 量 (2) 同 量 (3) 不 是 张 量 (4) 张 量 
(5) 张 量 (6) 不 是 向 量 也 不 是 张 量 。 (其 中 wiv; 不 是 缩短 ) 

5 根据 在 基底 的 变换 下 8;;= D2 pit pi gris vi= > qriv! 以 及 

A,h 1 

》 qu p= dt. 
j ， 

6 (1) 只 要 w 志 0 就 是 抛物 线 (2) 只 要 us 志 0 就 是 抛物 线 
(3) 直线 (4) 圆 ” 陋 数 行列 式 是 4( 地 + 人 地) 等 于 0 的 地 方 是 原点 。 
7 p=cicoshit+c,sinht, Pp,=¢,sinht+e,cosht 

8 (1) dow=2dx,Adx;, (2) dw=0 (3) aao=3dxi 人 dx 人 
dxsa (4) 设 r= (x?+x2+x23) 以 及 (3) 中 的 外 微分 形式 为 ， 根 
据 d(r 8)=qd(r") 八 8+r 3d8 计算 之 ， 则 do =ad(r :0)=0 


1 
9 (1) f=xi—-xix,+2Xx2+c (2) f= 一 log%Fy +c(e 是 


性 _ 9f of 9f 9f 、 
常数 ) 。 全 都 是 根据 o = Xi 十 dx。 可 得 和 7 9x2 再 积分 
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二 


10 (1) <c 所 围 区 域 刀 的 面积 (2) 万 的 面积 的 负 值 (3) 万 绕 
x， 轴 旋转 而 得 立体 体积 = ( 刀 的 重心 移动 而 成 曲线 之 长 ) x (DD 的 面 


积 ) (4) 令 yi =*rcos6，x，=7rsinb 得 | d9 = 0, 


习 题 二 
1 从 xi =4i(X1+2Ui)X2 =4U02(X1 + ) 得 X11= 一 Ui 一 Ws， 


Xa= +2 us ds’=(1— -da +(1- -2 )du 
Wi Us, 
2 从 -aa 十 2o) = (xl!+a)*+x?, Cu 一 bo) = (x ~a)’ 


+x2 得 wius = 4axi，U3 二 二 =4(x3+X+a?)， 因此 x,= 一 


4G ， 
X= 一 (ut 4a?) (uw? ~ 4a’) 
| 1 一 2 du? du2 
; ds2 = 人 二 La (0 
改 . 3 4 23 一 4a” da — uz 
3 令 @,=cidul, ©®, =csdu,, 则 从 df = -一 3 ort 

1 1 
1 91 /4 1 93f 1 3 
-一 -一 oO = 一 一 一 二 0 十 -一 - @ = < 1/。 
‘C2 932 2 2 侍 p Cs 92 c， 32， 29 再 从 dp / 


OA 人 o， 可 求 了/ 。 在 极 坐 标的 情况 下 ， 令 Hi 一 六 9 us = 0， ci1=1， 
cz=” 即 可 。 
4 与 3 题 一 样 ， 在 球 坐 标的 情况 下 , 令 Wi =r，。 4 =0, ws = 
ym， ci=1, c,=r,，cs=rsin9 即 可 。 : 
5 当 h=0 时 是 直线 ， 当 hse0 而 是 一 定时 ， 从 d(x -十 e， ) 


= 0 可 得 x 一 这-e: 为 定点 〈 中 心 ) 。 


6 


ds dx 


deids . dv 
di 


-一 -一 所 2 
ds df ~ df th e: 


@ CCUe@ +y 
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d 加 dei _ | 和 2 旦 |. ci 
1 从 (oe)- 0 dt 一 aioise, 得 速度 的 ] 分 量 六 


(Yaas 一 Yasaz，Yasgli 一 Yias， Yiaz 一 YzG1) 


习 题 三 


1 若 用 直角 坐标 解 之 ， 设 忆 (xi Yy)， GCCyis yz)。， 则 由 yi = 
kx 二 Rx, “时 2 2 -一 1 2 2 


2 
车 用 极 坐标 解 之 , 设 OP=r， 则 OQ= 一， 并 且 ( d- 二 ) + 
(2) dh-t(dr: +rd0) 
2 设 2=re ， 则 0=(r+ -i )cose 十 ; (r+ 2 )sin®. (1) 


的 情况 当 z 在 实 轴 , 虚 轴 之 外 移动 时 是 双 了 曲线.(2) 的 情况 当 z 在 半 
径 世 1 的 贺 上 移动 时 是 椭圆. 由 保 角 性 可 网 ,这 些 双 此 线 与 椭圆 正 交 。 
3 《1) 从 此 曲线 上 的 点 (0，9) 到 后 (x1，xs) 的 弧 长 o 满足 0= 


a sinh -i, x,=f(0)= vw o0:+a? 故 天 = -大 -=- 0 
a 多 2 9 f (o? +a:)? 
(2〉 从 原点 到 一 般 点 的 弧 长 满足 o=4a(1 cos)，xs=f( 0) 
o_o gk--/-. 2 
二 0 一 8a 多 故 一 一 f 一 go 二 52。 


4 在 正 交 标 架 下 ds* =oi+oz， asS=oli 人 o，,， oi = 


> pidu; (i=1，2)， 由 此 导出 妈 得 ，。 


i 


5 (2) 令 =w1+p?+ p23， 则 在 曲面 上 的 点 (x1，Xxs,、xs) 的 
单位 法 向 量 是 (k"!pi，k"!1p,， 一 k 1)。 因 此 ds$ =ad(k pp1)?*+ 
d(k-!1p,)?+d( 一 k~"!)*?， 计 算 之 即 得 。 


6 根据 前 题 知 高 斯 曲率 是 aa, 。 二 曲面 的 线 素 


(1+alx?+alxi)’ 
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et 


分 别 是 
qdqsi=(t1+aIx1)dxi+2cla XxX,xodxidx, + (1 +bix2)dx?, 
ds2 = (1+OixP dxi+20.0,xX1Xodxidx, + (1 +02x?)dx?. 
即使 在 上 式 里 令 x; = pi，xs = p;， 在 下 式 里 令 x1=aipi/b1， XxX: = 
a ps/b， 也 得 不 到 相同 式 子 。 
7 设 空 间 曲线 为 x=x(o) (o 为 强 长 〉》， 则 切线 上 的 点 可 由 
XxX+te (e= -< 把 ) 表 示 . 因为 q(x+te)=(dordt)e+ide， 所 以 此 


人 切线 所 作曲 面 的 线 素 ds 为 ds* =d(o+t)* +t?*d0°, 式 中 d09= (de， 
de)” 是 以 e 为 位 置 向 量 的 球面 上 曲线 的 线 素 。 因 8=8(o)， 故 设 
w=d(ot+t)，%, = 二 1d409， 再 求 @,, 得 @,,=d0, 由 ~do,,= Kow, 人 人 ow, 
可 见 ， 高 斯 曲率 是 0。 

8 由 5 题 知 高 斯 曲率 不 是 0. 
9 令 oo,=do，@,=fd0， 则 := fd98， 测 地 线 的 方程 是 


PEATEACD EA 


10 六 扩 也 加 的 充分 人 小 加 ( 设 其 周 为 ce) ， 在 此 域 上 
求 积分 [dp， 因为 dp =a? sin0d9 和 dq， 故 


jsf 
使 此 贺 无 限 缩小 得 |，p 一 0. 
尚 有 = 4oa? sin -了 = 2a2 (1 — COS0) 


习 题 四 


1 设 由 xz=alx+ay， =pix+p:y 作成 的 pi; 为 Pi 令 
4=aps-aspi， 则 pi; = Api;, 
2 设 原 基底 为 e， 新 基底 为 e;= piie;， 则 分 量 间 的 变化 规律 是 
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ai = psiai*。 故 令 4=det(ai),，P=det(p;i )， 则 A = PA4. 

3 根据 (xX+y,，X+y)= (XxX, xX)+(y, y)+2(x, JJ) 去 |xj2 十 
[yl* +2|xily!l = (Ix|+|y|):. 

4 设 a/ia|=e， 并 设 此 同 量 与 eI;，e，，…，e,-! 作成 原来 殉 
所 空间 的 标准 正 交 基 。 设 从 点 尼 向 此 平面 所 作 垂 线 的 足 为 p+ile， 


则 此 平面 上 的 点 为 x=p+le+y'e. (if=1, 2,.…, 7n~-1) > 而 且 “ 
1x 一 p|>=12+ 宫 (1):， 当 1=0 时 ， 此 距离 最 小 ,故此 垂 线 足 为 所 求 
天 高 为 1。 由 (p+ ie 中 有 = 


5 ea, utv)= (uu, U)+t (vs, v) +2(u, ov) 可 风 ，(w。JU) 不 


6 在 基底 交换 下 55 = pi*pi'gss。 设 (9i;) 的 道 算 阵 为 〈55)， 
.0 与 9;; 相 乘 并 关于 ?i 相 加 得 6) = 9''px#*p;*gm。 疝 两 边 乘 ago) 并 
关于 7 缩短 得 qn' = 9g'ipi'gim。 再 向 两 边 妨 乘 9g"j 并 关于 m 缩短 得 
‘qn 9g9"i = gp51。 由 此 可 见 9 = gn'gj'ig™i 

7 如 右 图 所 示 ， 考 虑 旋转 方向 ， 则 通 
过 直观 可 判断 是 不 可 定向 的 。 精 确 地 讲 ， 要 
把 图 改 成 正方 形 ， 象 b.110 那 样 思 考 即 可 。 

8 可 定 呆 。 

9 (1) 邻 dy=alidxi+asaxy 十 
asdx;， 此 方程 完全 可 积 的 条 件 是 do = 10， 
(2) 设 cs 关 0 证 明之 如 下 所 示 ( 其 他 情况 


一 样 )。 将 wxy=- -2 dx---2 dx， 代 
Qs a 


3 


入 aqo=l0 的 dxs 中 去 ， 可 得 所 求 条 件 。 
10 为 了 用 其 他 坐标 系 ( 3: ) 表 示 o， 
dw3 将 a;，A;; 的 对 应 量 记 做 Ci Aijs 
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则 AijdxiAdxi=Aijdxi 人 dxwi。 从 4i;， .45 关于 717 反 称 得 4; = 
-一 OXF dxs ， 

0X# oxi “ 

11 和 前 题 一 样 


习 题 五 
1 因为 是 自然 标 架 ， 故 吕 = dx'， 四 (1) 近 率 形式 为 


_ 2 ? 1 ED oi oi wt 
=0， T= -dx* 人 dx!， 曲率 为 0。(2) 由 一 (下 ) 2 


d /dx?’ dx dx” 


-0 相克 ， 测 地 线 方 程 为 - 亩 - 0 dt) dr dfi 


=0. 由 此 得 测 地 线 是 x?=ae™*'+b (a,，b 是 常数 )。 
2 〈1) 挠 率 为 0， 曲 率 形式 为 8@,!= -dx!A 人 dx?*, @,*=0，, 


日 ,1=0 ,=dx!Adx? (3) d /dx' dx ) + (de) =0 a dx ) 


at \ dt "dt \dt 
十 < ) = 0 

3 ”因为 测 地 线 的 方程 可 表示 为 
Xx* 二 qx +6b 的 形状 ， 故 在 正方 形 中 
如 右 图 所 示 。 其 中 圭 闭 的 是 a 为 有 理 
数 者 。 

4 ”因为 在 展开 式 中 del = oilte， 
故 e， 轴 的 方向 一 定 ， 即 展开 后 出 现 
的 el 平行 。 (2) 因为 de,=%,?e,+ 
oO es ， de =osze,+0o0a3sej， 故 


“ee2， es 张 成 的 平面 平行 。 第 2 图 
5 (1) 根据 FP， 04 = 3 TA. (2) 根据 Rijws， Ti 用 Dj 
的 表示 式 以 及 共 变 导数 的 定义 。 


dt 
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习题 六 


1 (1) 在 此 旋转 下 kcos9dq 也 不 变 。(2) 在 球面 的 旋转 下 ， 设 
(0, qm)—(0, TP),， 则 sin6dq9A 人 dq= sin06d90 人 dP。 这 时 ， du 一 
Rcosbdm = qd 到 一 Rcosbd 和 也 完全 可 积 。 (3) 验证 do =@?A@,!+ 
os 人 asl1，ado2 =olAN 人 oil+osAN 人 os:， do =o Aw? +o 人 wo， 即 


1 Ee? 2 
可 。 (4) ,7 = 一 二 (1-3 )o!'Ao:, 9 = -ro No ， 
2 
O41 = -io Now! (5) k=a 时. 


2 在 正 交 标 架 下 , Rijs = 一 全 (90i9j6 一 9i50j4), 试 由 此 导出 DRijs 
= 0。 在 前 题 的 黎 受 空间 里 ， 若 hxea， 则 曲率 张 量 场 并 不 平行. 
DR,,,,<0.。 

3 在 M,-! 里 取 正 交 标 架 ， 设 ds$= (@ 六 二 …+(o” ) 并 
设 其 黎 曼 联络 微分 形式 为 ee = -op"， 则 

Wa, Wa =0，o =0，o=0 (a, B=1, .…, 1n—1) 
为 MM 的 黎 曼 联络 形式 ， 展 开 式 为 de, = 0。 故 e， 作成 平行 同 量 场 。 
4 与 前 题 一 样 取 oa ， 则 
WP, a= — 0"= — 0°, 0."=0 
为 M 的 黎 曼 联络 形式 ， 展 开 之 得 d(x 一 e,) =0， 即 x 一 e， 为 定 扩 。 
总 之 ， 在 这 种 展开 下 ， 切 空间 的 一 点 是 不 动 的 。 

5 根据 (2.15) 令 o"= di，oa= p， 则 所 论 测 地 线 的 切 向 量 的 分 量 
为 (0，0，…y， 0，1)，S， 的 切 回 量 的 分 量 为 (cl， ca， …， cn-1» 0) ， 
可 见 二 者 垂直 。 
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